Integration von
Bewegungsgleichungen

Quellen:
G Sutmann, FZ Julich ,Vorlesung Numerik
Quarteroni, Sacco, Saleri Numerical Mathematics (Springer). Umfassendes Lehrbuch

B. Leimkubhler, S. Reich: Simulating Hamiltonian Dynamics, Cambridge Monographs On Applied and
Computational Mathematics

P. Deuflhard und A. Hohmann: Numerische Mathematik
R. Schaback und H.Wendland: Numerische Mathematik (Springer)

Numerical Recipes (Sammlung von C-Routinen fuer Numerik) auch online verfuegbar
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Phasenraum:

® Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

' —_|_8_H . ; __a_H
ql‘ apl 9 pi aql

® beschreibt Bewegung im Phasenraum

® unabhaengige Variablen p und g (kanonische
Orte und Impulse)
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Satz von Liouville:

Phasenraumdichte p(q,p) bestimmt die Wahrscheinlichkeit
P dqdp, dass sich das System im Zustand dqdp befindet.

dp _Op (9 . Op.\ _ . .

i~ ot T ( ot T apz-”*) = 0. Liouville Theorem

Ip & (i) | Hppi) Kontinuits -

gp PI) | APP) ) . ontinuitatsgleichun
ot = ; ( f)q’ T f)pz- ) g g

PZ (é)q N 5)1)5) _ PZ( O°H O’H ) o

—~\dq* Op; — \ Oq¢" Op;  Opidg’

Phasenraumvolumen ist divergenzfrei, also inkompressibel.
Gultig fur konservative Systeme, die mit Hamiltion-
Gleichungen beschrieben werden konnen.

Integratoren, die diese Bedingung erfullen,
heissen symplektisch.
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Bewegung eine Teilchens im Potential:

H=K+U
p;
== + Yy ulr
; " ; ()
. OH . OH p.
qi = —> ]/‘l = — =
op; op;, m,
. oH . oH oU
pi — —> pi — e E
0q, on,  on

entsprechen gewohnlichen gekoppelten
Differentialgleichungen erster Ordnung
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(e +6t)=y(e)+ ot f,(v(e) 3(r).)

explizites Schema:
ye+or)=y(e)+ ot f;(v(e) (o))

we+at)=yle)+ ot f (e +0) 3t + )t + )

implizites Schema: @t (t)+ f, (y(t+5t+5t)

zusatzliche Gleichung muss gelost werden! (etwa mit
Newton-Raphson Verfahren)
dafur stabiler! d.h. man grosseren Zeitschritt verwenden
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® erster Ansatz: Taylorentwicklung

1 F(1)

2 m

v(t+At):v(t)+@At+...
m

r(t+At) =r(t) +v(t)At + At +...

® fuhrt auf explizites Euler-Verfahren erster
Ordnung Ordnung

® Eigenschaften: Phasenraumvolumen nicht
erhalten, nicht reversibel, starke Anderung
der Gesamtenergie des Systems
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— Expliziter Euler

G =94, +dt oHlg...) . Pun=p,dl oHlg,..)

op oq
es gibt explizite Verfahren hoherer Ordnung, z.B Runge Kutta....

— Impliziter Euler

qn+1 — qn + df GH(an, pn+1) ’ pnﬂ dt GH(an, pn+1)
— Partitionierter Euler

(auch symplektischer Euler)

A (749 :50) R L (CY %)

op oq
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4 <

« Wie beweist man Symplektizitat eines Integrators?
T

— Betrachte zwei Vektoren &P " >
S — £ = 7 P
— Die orientierte Flache der Vektoren ist definiert als
EE»" ?FEJ'
w(&,n) = det ( £ ) =&yt = &y
was auch geschrieben werden kann als
w(én) =€ mit (" !
(& =& | J_(_lo)
— Eine lineare Abbildung wird symplectisch ,
genannt, wenn . A 9
—>

w(AE, An) = w(&.n)
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Symplektizitat
— Da qilt w(AE An) = (AT T A7
= (TAT JAp

Ist es notwendig zu zeigen, dass qilt

At TJA=1J

— Fur nicht-lineare Abbildungen gilt dies genauso fur die
Jacobi Matrix ¢'(p, ¢)

w(g'(psq)&, ¢ (p,q)n) = w(&,n)

SO dass man zu zeigen hat, dass gilt

gf{f'}? {})T'j.gf{pu i}_’]‘ — _jr
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Beispiel: Expliziter Euler

— Explizite Euler Schemen konnen geschrieben werden als
Jn+1 — {n + hf:'}pH({j’mPn)

p;-1—|—]_ — ]}-}n o h-f}qH({}m I'}I'.!) ( f}j’_}n 41 'l:-}pi'l—l—l \
— Die Jacobi Matrix ist gegeben als ap, dq,,
9'(pq) = i i
i1 Onia

\ .  Iq. )

— Aufgabe: Bestimmung der partiellen Ableitungen

— Schreib das Euler Schema als implizite Funktion

(;r({}_rnvqn—l—lvg(grnpm)) = n41 — 4n — h"l:-_}j;lfH(QJHE}H} =0
-F(prhf-}n—l—l-_-f(gnfpm)j — pn+1 o pn ‘|‘ h-aqu(q:upn} — U

und forme die Ableitungen

dF dF dG dG
=0 =0

dg, ' dp. 7 dg. ' dp,
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Beispiel: Expliziter Euler

— Man erhalt

3(’ 0G  O¢ni . 0G dg A1 JdG dg oG

=1 — _ _
1‘3{} g @{1’ n4-1 agﬂ ay 1’3{} n 5@11 @y fﬂqn 5(}_’1:
36 oG dq,,.1 N JG dg 0 Iy OG Og G
Ip, @{fn—l—l Ip, Oy Ip, op. Oy dp, Ip,

Opnys  OF Of  OF

OF = OF 0pun  OF Of _

aqﬂ ap”_l_l f_}{jrl ﬁy aqn — 3@,1 f_a'y 1‘3{}?1 -I'?Qrz
OF  OF dpua  OF 0f _ Opnsr  OF Of OF
"apﬂ ap 41 dlpﬂ ﬁy {:}p n 'I:_apﬂ B ay apn B 'apﬂ

mlt .g(Q:r?, Ny ) — h-ap?{ (qﬂ . pn)
f(qn, Pn) hd, H( ¢, pn)
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Example: Explicit Euler

— Die Jacobi Matrix ist daher gegeben als

OPni1  OPpiq oF 0f  OF oF of OF
3%1 3@-1 C}y 45}')&?” 3'}5‘1: fay 3{}1 a(j-!'n
st Ognia | 0G 99 0G  0G dg  IG
dp,, dq,, dJy Op,,  Op, dy dg,,  Jq,

und nach Berechnung der Ableitungen erhalt man

| I —2hd,/H
q(p,q) =

2hd,,H I+ 2hd,,H

—2hd,/H )
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Beispiel: Expliziter Euler

— Jetzt hat man zu zeigen, dass gilt  ¢'(p.9)" J¢'(p.q) = J

g'(p,0)" Jg'(p. )
( 0 (I — 2h0,,H)(I + 2h0,,'H) + 4h?0,, HO,, H )
—(I — 2h0,/H)(I + 2h0,,'H) — 4h*0,, HO,, H 0

(%)

Dies beweist, dass der explizite Euler Algorithmus nicht
symplektisch ist
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Qn+1 — Qn + dt

e Zur Erinnerung G(qﬂf{fr1+le ﬂ(ijmpn)) — n4+1 — {n — h-‘aer(Qﬂeprz—l—l) —
F(pnspat1, f(@n,0n) = Dot — pn+ hOH(gn, pria) =

* Der partionierte Euler kann in Formvon impliziten Funktionen

Beispiel: partitionierter Euler

a[{(Qn > pn+1 )

op

geschrieben werden als

dF

— Analog zu vorher bekommt man den Ausdruck fur die Jacobi

Matrix

( OF

=0
dqy,

31’7\

‘r-)p n+1
G

1“3{} 41

oG

\ apﬂ+1

a{jn +1 /

iF
dp,

pn+1 :pn

G _,
dg,

_ Cl’t aI{(Qn > pn+1 )

dG

0q

dp,

( 3}3?: +1 Pr+1 \

"ap n agn

3@&4—1 5@?1—#1 B
\ apy, dqy, /

/ OF
- Ip,
oG

\ B Py

OF \
B dq,,
oG

B gy, /

0
0
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Beispiel: partitionierter Euler

— Auflosung nach der Jacobi Matrix liefert

(L + hopH)™ —hd, H(I + hopH)™
9(pg) = .
hOppH(I 4 hOpH)™Y T + hdgH — h20,HOpyH(I + hdpyH) ™!

— Und nach einiger Algebra erhalt man

I'H'ij'., _ _ 0 I
g (p.q)" J9'(p. q) J (_I )

— Dies beweist, dass das partitionierte Euler Schema
symplektisch ist

— Daher wird es auch symplektischer Euler genannt
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Integratoren (cont‘d)

« Zweiter Ansatz, um einen Integrator zu konstruieren:

Wieder Taylor Entwicklung
(diesmal alber vorwarts UND ruckwarts)
r(t+ A1) = () +v(OA +~ LD a2 Livyas
2 m 6 § R
L Verl
F(t— A = (1) v(O) AL+~ L A —lr(t)m oup veret
2 m 6
Addition von beiden liefert
r(t+AL) = 2r(t) — r(t — Ab) +@At2 Verlet Algorithmus
m oder Stormer Schema

Geschwindigkeiten sind verfugbar als ubliches Verfahren 2ter Ordnung

r(t+At)—r(t—At)

V) = QAL

« Eigenschaften:
— Zeit reversibel

— Braucht nicht die Geschwindigkeiten fur Positionsbestimmung

— Zwei-Schritt Schema (Positionen sind notwendig zu zwei
Zeitschritten)

— Geschwindigkeit wird nur zu verschobener Zeit bestimmt
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t-ot t t+ot

Positionen zum aktuellen und
Vorhergehenden Zeitschritt
bekannt

t-ot t t+ot

Bestimme die Krafte in der
aktuellen Position

t-ot t t+ot

Bestimme die neue Positionen
von den aktuellen, den
vorhergehenden Positionen
und den aktuellen Kriften.
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Integratoren (cont‘d)

* Dritter Ansatz fur Integrator:

Definiere Geschwindigkeiten zu ,,Halbschritten
r(t)—r(t—Ar)

{—At/2) =
14 ) v
V(e + At/ 2) = ’”(HAA’Z_’”(”

Aus der letzten Gleichung
r(t+At)=r(t)+ At v(t+At/2)

Aus dem Verlet-Algorithmus folgt:

r(t+At) r(t) = r(t) r(t— At)+ F )
V(t+AL/2) At v(i—At12)At m
Leapfrog-Algorithmus
F(t )

= V({t+At/2)=v(t—-At/2)+——
m

Geschwindigkeiten immer noch nicht zur selben Zeit verfugbar
W(t) = v(t+At/2)J2rv(t—At/2)

Kann interpoliert werden
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