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Kapitel 1

Die MHD-Gleichungen

1.1 Ableitung der MHD Gleichungen

Ein magnetisiertes Plasma stellt wegen der elektromagnetischen Wechselwirkung der Teilchen
untereinander ein kompliziertes Vielteilchensystem dar. Um von depgbalén) Aufgabe des
simultanen losens von 18 Bewegungsgleichungen zu einem handhabbaren System zu kom-
men, wird zuchst der Begriff der aus der statistischen Mechanik bekannten Verteilungsfunk-
tion f (X, V,t) eingefihrt:

fa(%,V,t) d3xd® = ZahlderTeilchenim Phasenraumelemetxdv zur Zeitt (1.1)

Dabei wurden die Teilchen einer Somebereits als ununterscheidbar angenommen, sodaf?
eine statistische Beschreibung gerechtfertigt ist. Die Teilchen stellen gleichzeitig auf Grund
ihrer Ladung die Quelleuf'das elektrische Feld und das magnetische Felidar:

OxB = poj (1.2)
_ 0B
OxE = —— 1.
x - (13)
wobei die Stromdichte durch
=Sq /Vf dv (1.4)

gegeben ist. Wegen der Quasineutadlist auf makroskopischen Alstderil-E = 0, elektro-
statische Felder assen nur bei sehr kleinen Absitden (kleiner als die Debyaige) betrachtet
werden.
Fur die Verteilungsfunktion gilt die kinetische Gleichung

0fy

%+V'Df0+(q(ﬁ+w |§)+Q>vaa = (—

ot m ot ) Stoss (1.5)
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wobei der Stof3term die kurzreichweitige Wechselwirkung der Teilchen innerhalb einer De-
byelinge beinhaltet. Die Wahl des Stol3terrabrf"zu bestimmten Formen der kinetischen
Gleichung (z.B. Vlasov-, Boltzmann-, oder Fokker-Planck-Gleichung).

Wir wollen nun von der 6-dimensionalen Beschreibung durch die kinetische Gleichung zu
einer 3-dimensionalen Beschreibung im Ortsratbargehen. Dazu bildet man geeignete Mo-
mente vorv im Geschwindigkeitsraum, d.h. man betrachtet Integrale der Form

/kaq(V)d3v mit k=0,1,2,3--- (1.6)

Man erlalt so Gleichungenui’die Momente im Ortsraum. Diesen lassen sich physikalische
GroRen zuordnen. Berechnet man die Integrale bis=z2, so treten die folgenden Momente
auf:

Teilchendichteny und Schwerpunktsgeschwindigkgit ergeben sich zu

Na = / o (V) v (1.7)
1
Uy = E/wo((vml?’v (1.8)

Mit Hilfe der Schwerpunktsgeschwindigkeaf}t sich die thermische Geschwindigkeit der
Teilchen alsiy = V— Uy ausdticken. Sie beschreibt den mit thermischen Fluktuationen ver-
bundenen Anteil der Teilchengeschwindigkeit. Somit gilt, wie man mit obiger Definition leicht
nachrechnetui'den Mittelwert< Wy >= 0. Dies ernoglicht die Definition der Temperatur

KTo = i@/wg fo (V) dv (1.9)
Ng 3

Man beachte, dass wir damit vorausgesetzt haben, dass in jedem Volumenelement lokal
anrahernd eine Maxwellverteilung vorliegt (ansonsten ist die so definierte Temperatur nicht
identich mit der aus der Thermodynamik bekannten Temperatur). Allgemeiner ist mit dem
guadratischen Moment der thermischen Teilchenbewegung der Druckkenskmiipft.

wobeiwy ® Wy das dyadische Produkt kennzeichnet. Die Spur (Summe der Diagonalelemente)
des Drucktensors entspricht dem skalaren Druck:

P+ Py + P5? = 3ngkTy (1.11)

Im thermodynamischen Gleichgewicht sind nur diese Elemente von Null verschiedgien. F~
isotroperDruck ertglt man das ideale Gasgesetz—= ngkTy.

Schlieflich treten bei der Integration des Stol3terms Terme auf, die den Impuls- und Energie-
austausch zwischen den Teilchensodemd3 beschreiben. Wegen der Erhaltung von Impuls
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und Energie verschwinden die Integrale des Stol3tetmesty, und wir haben nur die Integra-
tion Uberwy zu beticksichtigen.

Der Impulsaustauschufiit zur Reibungskraﬁ?aB

Rap = M / W (5 oS W (1.12)

Wegenactio = reactidst Ryp = —Rgq.

Man gewinnt nun durch Integration der mif multiplizierten kinetischen Gleichung (1.5)
Gleichungen im Ortsraum. Mit diesen Gleichungafitisich das Plasma wie eineig$igkeit
beschreiben; man bezeichnet das Verfahren daher aughagisetohydrodynamiscligHD)
Beschreibung. i’k < 2 ergeben sich die folgenden MHD Gleichungen:

Integration der kinetischen Gleichurig= 0) ergibt die Kontinuiétsgleichung

Sie besagt, daR bei Teilchenzahlerhaltung in einem infinitesimalen VolAméerungen der

Teilchendichte durch die Divergenz des Teilchenstromeélg bedingt sind.
Integration der mitnyV multiplizierten kinetischen Gleichung (d k= 1) ergibt die Kraftglei-
chung

ou - < 5
M (=2 + (U )t ) — daNa(E + o x B) —Nameg+ - Po = Reg (1.14)

Diese Gleichung besagt, dal3 die Beschleunigung eines Volumenelementes gerade durch die
Summe deraufReren Kafte gegeben ist. In der Hydrodynamik ist sie als Eulergleichung be-
kannt. In GI. (1.14) wurde die zeitliche Ableitung im ortsfesten System ausgkidZeitliche
Anderung einer GaRe kann somit sowohl durch explizite Zeitaloigigkeit 0/0t), als auch

durch Stoimen mit der Riisigkeit {iy - [1) bewirkt werden. Diese sogenanikenvektive Ab-
leitungerhélt man auch aus dem totalen Differential:

d o0 dxo dyo dzo o0
m_m+mw+mw+mw_m+mﬂ (1.15)

Eine Betrachtung der Momentengleichungen zeigt, dal3 das Gleichungssystem nicht geschlos-
sen ist: In dek-ten Momentengleichung taucht jeweils & 1-tes Moment auf. Um zu einem
geschlossenen System zu kommen, muf3 man daher weitere Annahmen machen. Bricht man
z.B. beik =1 ab, so muf3 eine Gleichungrfden Drucktensor hinzugenommen werden. Dies
kann durch die Annahme eines adiabatischen Verhaltens geschehen:

%(%):o (1.16)

wobeiy der Adiabatenkoeffizient ist (z.B.= 5/3 im idealen Gas mit drei Freiheitsgraden).
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Fur ein Wasserstoffplasma kann man das System der zwesigKeiten (lonen und Elek-
tronen) zu einer EiSsigkeit zusammenfassen. Dazu definiert man die Massendgichkiie
Schwerpunktsgeschwindigk&itind die elektrische Stromdichjegendal}

P = mnj+meNe =~ Mn (2.17)
1

Vv = B(miniEiiereneUe)zUi (2.18)

i = enli—Ug) (1.19)

wobei wir die Quasineutrabt ' (n = ne = n) undme < M ausgenutzt haben.
In diesem Einflissigkeitsmodell ergibt sich die Kontinatsgleichung als

%—?JFD(pV) =0 (1.20)
Addition der Kraftgleichungenui'Elektronen und lonen ergibt
ov .
p(aﬂv-m)v) — _0.P+[xB+pg (1.21)

mit P; + Pe = P. WegenRsi = — R taucht die Reibung nicht mehr auf.
Eine weitere Gleichung ergibt sich, wenn man die Kraftgleichung der Elektronen durch die
Einflussigkeitsvariablen ausdrKt:

— — 1.—» 1 i = dve
E+V><B—Ej+§](1><B—Dpe)—me/eH (1.22)

wobei wir nur den isotropen Anteil des Elektronendrucktensonsdiesichtigt haben. Die Rei-
bungskraﬁﬁei fuhrt zum elektrischen Widerstand; das resultierende elektrische Feld wurde
uiber die Beziehung = oE eingefihrt. Die Gleichung (1.22) ist die Bestimmungsgleichung
fur das elektrische Feld im Plasma, sie wird dahervalallgemeinertes Ohmsches Gesetz
bezeichnet. Man beachte, dass das Ohmsche Gesetz nur im Falle der Quasateugrajit”
unablaingig ist. Zusammen mit den Maxwellgleichungen (1.2) und (LBEfiindB, dem all-
gemeinen Gravitationsgesetr f1-§ = —41p und der Adiabatengleichung (1.16) bilden die
Gleichungen (1.20) bis (1.22) das System Harflissigkeitsgleichungeter MHD. Mit ihm

kann das makroskopische Verhalten eines Plasmas beschrieben werden.

Wir mussen allerdings beachten, dass die MHD alsssibjkeitstheorie nur anwendbar ist,
wenn einige Voraussetzungenwdlfsind:

e Eine Bescheibung durch eine Kontinuumstheorie ist nur sinnvoll, wenn sich im Volu-
menelement viele Teilchen befinden. Dies bedeutet, dass der Gyroradies gegen
die Systermdngel sein muss:

v/mkT

= L 1.23
ro B << ( )
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In typischen Fusionsanwendungen ist der lonengyroradius von dess@rordnung
r. ~mm, wéhrend die typische Ortsskala von dem&sénordnunds ~ m ist. Dieses
Kriterium ist dann also euflt.

e Die Definition einer lokalen Temperatur setzt voraus, dass im Volumenelement genug
Stosse stattfinden, um eine lokale Maxwellverteilung zu garantieren. Dies bedeutet, dass
die Zeit zwischen zwei 8t5entsiosskurz gegen die typische Zeitskatades Experi-
ments ist:

Tstoss~ T¥?/n<<1 (1.24)

und dass die freie Weatige der Teilchehn, 1 klein gegen die Systemabmessung ist
Amip~ T?/n<<L (1.25)

Diese Forderungen sind nicht so einfach zwkefi. In einem typischen Fusionsplasma,
z.B. im Tokamak, ist die freie Weglige &ngs der Magnetfeldlinien von der &sen-
ordnung\m¢p~ km, so dass die Teilchen zwischen zweds3#€n das System viele Male
durchqueren. Die MHD beschreibt die Dynamags der Feldlinien i.A. nicht gut und
man muss hier die kinetische Theorie verwenden. Dies ist in Fusionsplasmen vor allem
bei der Beschreibung von Turbulenz wichtig. Senkrecht zu den Feldlinien ist die freie
Wegldnge aber durch den Larmorradius bestimmt und somit die MHD gut anwendbar.
Viele der im folgenden behandelten MHD-Instalaiteih haben die Eigenschaft, dass ih-

re Phasedings des Magnetfelds konstant ist, da so keine Energie zum Verbiegen der
Gleichgewichtsfeldlinien aufgewendet werden muss; auch hier ist die MHD eine gute
Beschreibung.

¢ Im Ohmschen Gesetz kann man die Terme auf der rechten Seite von Glg. (1.22) ver-
nachBssigen, wenn die elektrische Laitigkeit gross genug ist. Diese Forderung be-
deutet im wesentlichen, dass die Stromdiffusionsegigross gegen die typische Sy-
stemzeitr ist.
TR~ MO~ T2 >>1 (1.26)

Dieses Kriterum wird im Detail in Kapitel 5 besprochen. Ist esiéfSpricht man von
idealer MHD. In der idealen MHD ist der magnetische Flussbei der Bewegung erhalten;
darauf wollen wir im Folgenden eingehen.

1.2 Konsequenzen der MHD-Gleichungen

1.2.1 Der eingefrorene Flufl¥’

Mit Hilfe der MHD Gleichungen &3t sich €ir den Fall unendlicher Le#tfiigkeit @ — oo,
'ideale MHD’) ein wichtiger Satz beweisen. Das Ohmsche Gesetz lautet dann

-

1 - - =
o 1< B=Tpe) (1.27)
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Betrachtet man eine Schlei die gegen den Plasmaschwerpunkt mit der Geschwindigkeit
U durch dgs Plasma bewegt wird, soa@thian fir die Anderung des magnetischen Flusses
W = [BdAdurch die Schleife

dw
dt
Der erste Term auf der rechten Seite ist eiadRénintegraliber die Schleife und becksich-
tigt die Flufinderung auf Grund déknderung des B-Feldes, der zweite ein Umlaufintegral,
das die FluBiderung auf Grund der Bewegung der Schleife senkrecht zum (inhomogenen)
Magnetfeld bancksichtigt. Ersetzt man nun in GI. (1.283/6t nach dem Faradayschen Ge-
setz durch-C1 x E und benutztdi E das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz (1.27), so kann
man den ersten Summanden auf der rechten Seite von (1.28) mit dem Stokeschen Satz in ein
Umlaufintegral umwandeln und exh'schliel3lich

%t—BdA—fa « Bd7 (1.28)

dt
Dies bedeutet nun aber, dal} der magnetische Fluf3 durch die Schleife konstant bleibt, wenn
man diese mit der Geschwindigkeit

dw 1.
f(v— oro 0 Bl (1.29)

U=V ] =V (% V) = Ve (1.30)

bewegt. Der Umkehrschlul3 liefert dann, daf3 sich eine bestimmte Feldlinientopologie mit der
Geschwindigkeiti bewegt. Diese ist nun gerade die Elektronengeschwindigkeit; man spricht
daher davon, dal3 die Magnetfeldlinien im Elektronengas 'eingefroren’ seien.

Dieser Satz hat Konsequenzem flie in der idealen MHD zalssigen Bewegungen des Plas-
mas: Nur solche Striiungen, bei denen sich die Topologie der Feldlinien réetaeit, sind
zugelassen. Also kann sich in der idealen MHD eine Plaaolaszwar kontrahieren, nicht
aber abreil3en. Ein Beispiel zeigt Fig. 1.1. Zur Beschreibung des Abreil3ens ist dak&eh-
tigung der Resistivét notwendig: nur dann kann sich die Topologreérn ('Rekonnektion’

von Feldlinien). Darauf werden wir ausfilich bei der Behandlung der MHD-InstabéitEn
zuntickkommen.

\ N e
) 5 —

Abbildung 1.1: Kontraktion einer Plasmasie unter Flu3erhaltung.
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Bei der Kontraktion erblfit sich das Magnetfeld wegen der Flu3erhaltung: Verringert sich die
Querschnittsiche vonF; zu R, so gilt ungeéihr Bp = B1F; /F,. Dieser Mechanismus wird

auch fir die extrem hohen Magnetfelder (bis z(FI0) in den Neutronensternen verantwort-

lich gemacht: Bei der Kontraktion eines Sterns zum Neutronenstern ist der magnetische Fluf3
innerhalb des Sterns wegen der hohen Temperaturen praktisch eingefroren, das Magnetfeld
kann so um mehrere Gi8enordnungen eoht werden. Nimmt man z.B. einen Radius wgn

= 20 km fiir den Neutronenstern unmg = 696000 km (Sonnenradius) an, so@nh8ich das
Magnetfeld um den Fakta#/r3 ~ 10°.

In den magnetisierten Plasmen der Fusionsforschung kann man wegen des eingefrorenen Flus-
ses das Konzept der sogenannten Fufa einfinren: eine geschlosseneliré, deren Sei-
tenwdnde durch Magnetfeldlinien aufgespannt werden, nimmt nach obigen Argumenten bei
einer Bewegung das eingeschlossene Plasma mit. Da der FlulR ehmerdhalten ist,dinen

die Feldlinien einer benachbarten FlaRré nicht die Oberfiche der Flul@tire durchsetzen

(sonst wirde sich der eingeschlossene Faufélérn). Daher kann man FluBrén zwar mitein-

ander vertauschen, jedoch nur, wenn bei der BewegungatieeR sich nicht durchdringen.

Somit kann eine Verscherung des Magnetfeldes, d.h. ein Verkippen benachbartehiof3r”
gegeneinander, den Austausch benachbarter étu@n wirkungsvoll unterdicken.

1.2.2 MHD-Gleichgewichte

Eine Anwendung der oben hergeleiteten MHD-Gleichungen besteht in der Berechnung von
MHD-Gleichgewichten, d.h. von Konfigurationen, in denen ein Plasma iaft&gleichge-

wicht ist. Fordern wir zustzlich zud/ot — 0 auch noclW = 0, so verschwindet die linke Seite

der Kraftgleichung (1.21), und wir erhalteruffisotropen Druck)

Op=pgd+jxB (1.31)

Ein Druckgradient im Plasma kann also sowohl durch die Gravitations- als auch durch die
Lorentzkraft aufrecht erhalten werden. Die Kraftbilanz zwischen Druckgradient und Gravita-
tion ist uns bereits aus der Hydrodynamik bekannt. Ein Beispiel ist das Gleichgewicht von
Luftschichten in der Atmosgré. Hier variiert der Druck nur in vertikale)Richtung und es

gilt

dp P

FEl pg = —mng= mﬁg (1.32)
Hier tritt das Problem auf, dass i.A.= T(z) gilt und eine einfache Integration der Gleichung
nicht moglich ist, ohne eine Zustandsgleichup@ ) zu kennen. Beschriken wir uns jedoch
nur auf die @here Atmospare (bis ca. 10 km blie), so istT = const eine vermnftige An-
nahme (die Temperatur der Atmogph 'schwankt in diesemdténbereich zwischen ca. 300
K am Boden und ca. 220-230 K in 10 kmoHE). Damit kann Glg. (1.32) direkt aufintegriert
werden und es ergibt sich

p(2) = poe #" (1.33)
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mit der Skalerdhge/\ = kT /(mg). Rir KT = 1/40 eV und mit der mittleren Molekinasse

von Luft (M = 28.8), erhalten wir\ ~ 8.5 km, was ungefhr der Hbhe der lochsten Berge der
Erde entspricht. Glg. (1.33) wird auch als barometriscbadhformel bezeichnet.

Grundsitzlich andere Verditnisse treten beim Einschluss heisser Plasmen auf der Erde auf.
Hier ist die Gravitationskraft zu vernactssigen und der Einschluss wird durch gie B-

Kraft bestimmt. Dies bedeutet, dal3 im Gleichgewicht ein Strom senkrecht zu den magneti-
schen Feldlinien die durch den kinetischen Druck auf das Volumenelementubtsdaaft
bilanziert.

Mit Hilfe des Ampereschen GesetzEbx B = ] kann diese Gleichung umgeformt werden:

Dp:i(ng)XEZE(EDB—D(B—Z))—>DL(p+B—2)+B—2éRc:0 (1.34)
Ho Ho 2 200" HoRc

Dabei istR; der Kntimmungsradius (Radius des lokalen Schmiegekreises) des Magnetfeldes.

Danach kann das Magnetfeld auf zweierlei Art kinetischen Druck bilanzieren: Senkrecht

zu den Magnetfeldlinien wird demagnetische Druckl? /2y ausgebt. Der zweite Term

beschreibt die Feldliniespannungd.h. die Auslenkung gerader Feldliniert tiber die

Krummung eine Kraft in Richtung des ¥imimungsradius aus.

1.2.3 Alfven-Wellen

Durch die Vernactdssigung des Verschiebungsstroms im Faradayschen Gesetz haben wir ex-
plizit elektromagnetische Wellen in unserem Modell ausgeschlossen. Die MHD Gleichungen
beinhalten jedoch einen charakteristischen Typ von Wellen, die nur in magnetisierten Plasmen
auftreten. Diese nach ihrem Entdecker benannteneflfiellen wollen wir im folgenden be-
handeln.

Bei Auslenkung eines EEsigkeitselementes aus der Gleichgewichtslage senkrecht zum
Gleichgewichtsfeld ergibt sich durch die Kraftgleichung eine Kraft auf das Plasma. Unter der
Annahme einer kleinen 8tling konnen wir die Kraftgleichung linearisieren. Dabei nehmen
wir an, daR die GleichgewichtsafsenBy, po undpg zeitlich und sumlich konstant sind. Die
Geschwindigkeiv bestehe nur aus einemo&inteilvy, der nach Definition senkrecht ﬁ@

ist. Dann erflt man

o 1/ o oo
oy = 0Pt ((Bo- )81~ D(Bo-B)) (1.35)

Ausgehend von dieser Gleichungrkien wir nun zwei prinzipiell unterschiedlichalfe be-
trachten:

Kompressionale Alfven-Wellen

Zunéchst untersuchen wir den Fall einer homogenen KompressioBygsiehe Fig. 1.2).
Dann wird das Gleichgewichtsmagnetfeld nicht geknit (d.h.B;||Bp) und es gilt(Bp -
[)B1 — 0 und(Bg - B1) = By - OB;1. Nochmaliges Differenzieren der Kraftgleichung ergibt
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\ \ ‘
4 4 4Boy 4 o4 0 Bo |
e e | |
S A A A R R B |
AL R R R R R i i
kompressionale Alfvenwelle torsionale Alfvenwelle

Abbildung 1.2: Zur Herleitung der kompressionalen und der torsionalenexifiWellen.

0%, opp 15 0B

Um zu einer Gleichunguii'v; zu kommen, rassen wir die zeitliche Variderung vorp; und
B; durchvy ausdticken. Eine Gleichungufp; erhalten wir aus dem linearisierten Adiabaten-
gesetz

d/py_ dp  pdp
a(a> _o - P_PEP_,4 (1.37)
Dies kann mit Hilfe der Kontinugtsgleichung umgeschrieben werden in

dp _ op _

a_—pr-v — E_—(V-D)p—pr-v (1.38)
Da wir angenommen haben, dass die Gleichgewicbssgmn aumlich konstant sind, bleibt
nach Linearisierung

op1
ot
Demnach wird eind\nderung des kinetischen Druckes durch eine Kompression oder Expan-
sion des Volumenelementes verursacht.

Die Gleichung €if By erhalten wir aus der Kombination von Faradayschem und Ohmschem
Gesetz:

— YO (1.39)

%:—DXE:DX(WX@O) (1.40)

Den letzten Ausdruckdtinen wir mit Hilfe einer Vektoridentit umschreiben:

O x (\71 X go) = (go D)Vl— (Vl . D)§0+V1(D . gl) — §0(D-V1) (1.41)
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Auf Grund der Geometrie ist im Falle der Kompression der erste Term Null, der zweite ver-
schwindet wegeBg = const Der dritte Term verschwindet wegéh B = 0 in jeder Ordnung.
Somit bleibt

B .

% = —Bo(0-Vy) (1.42)

Damit kdnnen wir Gl. (1.36) unter der Voraussetzung V3 = 0 (dann istl(0 - V1) = Avy)
wie folgt umschreiben:

62v1 Po Bcz)
— = (yv=41+ Y AV 1.4
o2 <ypo * Hopo> ! (1.43)

Dies ist eine WellengleichungfVvy mit der (nur von den Gleichgewichtsg$én abhingenden)

Phasengeschwindigkeign = \/ (YPo/Po+BZ/(Hopo)). Es treten zwei Anteile auf: Der erste

ist die vom idealen Gas bekannte Schallgeschwindigkeit, mit der sich eine Kompressionswelle
longitudinal durch das Gas bewegt. Der zweite Term ist der Beitrag des magnetischen Druckes
B2/(2u). Ist im Plasma die Gaf3ep, d.h. das Verhltnis von thermischer zu magnetischer
Energie klein, so dominiert der magnetische Anteil und die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist
die sogenannte Alienmgeschwindigkeit

Bo
+/HoPo

Wir haben es dann mit einer magnetischen Longitudinale]I\I@l][ zu tun (sog. kompressio-
nale Alfvénwelle).

Vph =Vp = (1.44)

Torsionale Alfven-Wellen

Ein zweiter Spezialfall ist die Ausbreitung entlaBg Dies kann ohne Kompression gesche-
hen, d.h[J-v; =0 (siehe Fig. 1.2). Dann folgt wegen (1.39) adgh ot = 0 und der Druckbei-

trag in Gl. (1.35) verschwindet. In diesem Fall kann sich im idealen Gas keine Welle ausbilden.
Im magnetisierten Plasma existiert jedoch diektieibende Feldlinienspannung (der Beitrag
des magnetischen Drucks verschwindet ween Bo). In GI. (1.41) ist in diesem Fall nur der
erste Term auf der rechten Seite ungleich Null und wir erhalten nach nochmaligem zeitlichen
Differenzieren aus Gl. (1.35)

2 . 2
% - ﬁ(so- D) i (1.45)
Dies ist eine Wellengleichung, wobei dieaurnliche zweite Ableitung afigs des
Gleichgewichtsmagnetfeldes zu nehmen ist. Wiederum breitet sich die Welle mit der
Alfviengeschwindigkeity aus, diesmal haben wir es jedoch mit einer Transversalwelle zu tun.
Das Gleichgewichtsmagnetfeld schwingt dabei wie eine SaiteKd.ht1). Dieser Wellentyp
heil3t torsionale Alfenwelle.
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Die Alfvengeschwindigkeit ist die maximale Geschwindigkeit, mit der sicls$tkeitsele-
mente in der idealen MHD bewegeanriien, da hier die Masseagfieit das limitierende Ele-
ment ist. In den magnetisierten Plasmen der Fusionsforschung liegt die sogn2dftskala

Ta=4a/Va (1.46)

im Bereich von 1-1Qus (aist eine typische ahge, z.B. der kleine Plasmaradius). Man beachte,
daR die Alf\enwellen keine Instabilitten sind, d.h. nicht mit einer Resonanz verbunden sind.
Daher treten die Kopplung an Aiénwellen in der Praxis oftmals alsaDipfungsmechanismus
fur MHD-Instabilititen auf.
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KAPITEL 1. DIE MHD-GLEICHUNGEN



Kapitel 2

MHD-Gleichgewicht

In diesem Kapitel wollen wir uns eingehend mit demaKegleichgewicht der idealen MHD
besclaftigen. Ein zeitlich statioarer Zustand wird durch die statiare Kraftgleichung

p(V-0)W=—0Op+jxB+pg (2.1)

beschrieben. Beim magnetischen Einschluss wird ein Druckgradient duocheSsenkrecht

zum Magnetfeld bilanziert. Dies begegnet uns vor allem in der Fusionsforschung im Labor.
Hier spielt die Gravitationskraft eine untergeordnete Rolle. In astrophysikalischen Anwendun-
gen, wie z.B. im Sterninneren, kann dagegen die Gravitationskraft dominieren. Schliesslich
muss tir nennenswerte Stnungsgeschwindigkeiten auch die konvektive Ableitungitler”
sichtigt werden. Dies wird vor allem dann wichtig, wenn dieoBttingsgeschwindigkeit in

die Nahe der Alfengeschwindigkeit kommt. Dann muss atich zur Kraftgleichung auch
noch das ideale Ohmsche Gesetauog&sichtigt werden, da das Plasma in der idealen MHD
nur langs der Feldlinien frei sgmen kann, \ahrend es eine Flusdrie nicht verlassen kann.

2.1 Einschluss durch Gravitation: Gleichgewicht in Sternen

Wir wollen uns nun mit dem Einschluss eines heissen Plasmas durch die Gravitationskraft
besclaftigen. Dabei bilanziert die Gravitationskraft den Druckgradient. Allgemeinwiltiié
Gravitationskraft

0-g = —41Gp (2.2)

mit der Gravitationskonstan® = 6.67 x 1011 m3/(s?> kg). Rir Kugelsymmetrie hag nur
eine radiale Komponente und Glg. (2.2) kann wie folgt umgeschrieben werden

g(r):—G@ mit M(r) :4T[/r2p(r)dr (2.3)

Einsetzen in die Kraftgleichung sowie Umschreiben i) in differentieller Form ergibt

17
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dp M(r)

ar —P(r)Gr—z (2.4)
dMm
ar = 41T p( ) (2.5)

Diese zwei Differentialgleichungen beschreiben das hydrostatischiekjléichgewicht im
Sterninneren. Allerdings kann das Gleichungssystem so nicbsigelrden, da noch eine
weitere Gleichungdi p(p) fehlt. Mit p= (p/m)kT kann dies auch in eine Gleichung fT (p)
umformuliert werden. Es muss also noch die Energietransportgleichunip(f{r)) gelost
werden. Diese ist von der ForehT /dr = Queller{p(r) — Senkefp(r)), wobei die Quelle
durch die im Sterninneren ablaufenden Kernfusionsprozesse bestimmalsemnwd die Sen-

ke durch den Abtransport von Energie gegeben ist. Dieser geschieht im Sterninneren durch
Strahlung oder, in dealsseren Zonen, durch Konvektionavitieleitung spielt praktisch kei-

ne Rolle.

Es gibt aber eine andereddglichkeit, sich einen qualitativen Einblick zu verschaffen. Dazu
nehmen wir an, dass die Massendichte im Stern vom Zentrum nach aussen exponeaitiell abf”

p(r) = poe R (2.6)

Mit dieser Annahme kann man die Massendichte aufintegrieren uatt erh”

R\ 3 1/ 1r\2
M(r):ST[p()(a) (1-e (1+0(R—|—2( R) ) 2.7)
Firr =R, d.h. an der Sternobeafthe ergibt sich
_ Ry3 —a 1,
M(R)_8T[po<a> (1-e*(1+a+50%) (2.8)

Fur a >> 1 ist der hintere Ausdruck in der Klammer vernaggigbar. Diese Annahme be-
deutet, dass die Dichte vom Zentrum zum Rand hin um mehr als einen Feaddbdillt, was
sicherlich gut emllt ist. Es ergibt sich

M, ~ 8T[po<§>3 (2.9)

Nun kann man die Kraftgleichung aufintegrieren:

p(r) = —81f (= G/ X(14x+ ;x ))dx+c (2.10)

Dieses Integraldsst sich nicht analytisch$én. Die Integrationskonstante ergibt sich wie folgt:
es giltp(r) = F(r)+c. Aus p(R) = 0 undF(0) = 0 ergibt sichp(0) = ¢ und damitp(0) =
—F(R). Das Integral gehtui'ar /R >> 1 gegen den konstanten Wert 0.056, sodass sich der
Druck im Zentrum angebem$st:
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2
p(0) = 5.6 x 10—28n(§> p2G (2.11)

und ersetzen vopg mit Glg. (2.9) tihrt zu

4
p(0) = 5.6 x 10—28i (9> M2G (2.12)

TT\R
Wir haben nun einen Ausdruckifdie zentralen Werte vop und p in Abhangigkeit vona.
Unter Annahme eines reinen Wasserstoffplasnmamki wir unter Kenntnis der Temperatur
im Sonneninneren sowie der Masse und des Radius der Sonne den Pacafietie Sonne
bestimmen. Man findat = 8.6 fiir M, = 2 x 10°0 kg undR., = 696000 km.

Tl]lllllll[lllllll-

analytic approx.
solar model

W N N

p/(g/cm?3)

llllllllllll|ll'llll|

lllllllllllllllllll
02 04 06 0.8

r/Rg

Abbildung 2.1: Verlauf der Massendichte in der Sonne: Valstiiges Sonnenmodell und
exponentieller Abfall zeigen eine sehr gilitbereinstimmung.

o
—

Diesen Wert kann man mit einer numerischen Rechnung, welche die Energietransportglei-
chung konsistenoist, vergleichen. Der Vergleich ist in Abb. 2.1 dargestellt. Es zeigt sich eine
sehr gutdJbereinstimmung; unser Ansatz eines exponentiellen Dichteabfalts mit 1 war

also gerechtfertigt.

2.2 Rotation von magnetisierten Plasmen

Wahrend das Magnetfeld beim Einschluss in Sternen keine entscheidende Rolle in der Kraft-
bilanz spielt, ist esui’ die Rotation und die Drehimpulsbilanz von entscheidender Bedeutung.
Wegen des eingefrorenen Flusses ist die von Sternen amgestde Masse an die Feldlinien
gebunden und das Abstrien hat daher eineugKwirkung auf die Sternrotation. Dies wollen

wir im folgenden @her untersuchen.
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2.2.1 Isorotation

Man betrachte einen differentiell rotierend@n=(rQ&; in Zylinderkoordinaten) ideal leiifii-
gen Korper, etwa einen Stern, mit Magnetfell £ B, & + B,&,) im Gleichgewicht. Gesucht
ist eine statioare Losung. Im axialsymmetrischen Fall muss also gelten

Ox(VxB) =0= <a—Z(rQBz) + E(rQBr)) &
0B 0Q 0B, 0Q
= rQEJrrBZEJrQBr +rQW+rBra—r

wobei in der letzten Gleichung die Divergenzfreiheit des Magnetfelds benutzt wurde:

_, 0 0B;
rQD-B_O_Qa—r(rBr)nLrQE. (2.14)

Glg.(2.13) ARt sich aber auch schreiben als
B-0Q=0. (2.15)

Die VektorenB und Q stehen also senkrecht aufeinander, d.h. dass alle Feldlimiesicti

starr aber nicht notwendig alle mit derselben Winkelgeschwindigkeit rotieren. Es gibt also
in der idealen MHD kein "Aufspulen’ von Feldlinien. Diese Verallgemeinerung der starren
Rotation heisst Isorotation.

2.2.2 Drehimpulsverlust durch Sternwind

Eine wichtige Anwendung der Isorotation begegnet uns beim Drehimpulsverlust durch Stern-
wind, d.h. von der Sternobeafthe abstthende Masse. Wegen des eingefrorenen Flugses ~
diese eine Kraft auf die vom Stern ausgehenden Feldlinien aus und verformt diese so, dass sie
nicht mehr rein radial verlaufen. Dadurch wird die Masse einerseits wie in einer Zentrifuge ra-
dial beschleunigt, andererseits beginnt sie, sich relativ zur Winkelgeschwindigkeit des Sterns
zu bewegen (folgt dabei aber noch immer den Feldlinien). Die Afartsse sind schematisch

in Fig. 2.2 dargestellt.

Man nehme an, dass sich ein Stern aus einer Gaswolke mit der Winkelgeschwirdig kst
Massendichtgg, der MasseM und dem Radiu$y infolge splarisch-symmetrischer homo-
gener Kontraktion bilde. Drehimpulserhalturlg¢ MR?Q) besagt, dass die Winkelgeschwin-
digkeitQ des kollabierenden Systems in Adigigkeit von seinem Radilgsich ergibt zu

Q= Qog- (2.16)
Wahrend des Kollaps achst die Winkelgeschwindigkeit also gafRQ ~ 1/R? drastisch an.

Wird ein kritischer WertQ. erreicht, bst sich durch die Zentrifugalkraft Materie ab. Im kri-
tischen Gleichgewichtszustand muss die Zentrifugalkraft gerade durch die Gravitationskraft
kompensiert werden (Keplerrotation):
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N
/
—

Abbildung 2.2: Drehimpulsverlust durch Sternwind: Abstnénde Materie folgt den Feld-
linien undubt bei Rotation des SternQ ¢ O, rechtes Bilduber die Feldlinienspannung ein
Drehmoment auf die Obedthe aus.

GM
TR

Es gilt alsoQc ~ 1/R¥2. Man wiirde hieraus erwarten, dass Sterne so schnell rotieren wie
esQ. erlaubt. Das widerspricht aber der Beobachtung. Unsere Sonne hat bespielsweise einen
Rotationsgeschwindigkeit von ledigli€d = 0.01Q; = 3- 10 %s™1 (ca. 26 Tage an der Ober-
flache) und die Kraftbilanz ist somit durch den Druckgradient und nicht die Zentrifugalkraft
dominiert. Sterne &rinen also offensichtlich airend der Kontraktionsphase Drehimpuls ver-
lieren. Stomt von einem mif2 zur Vereinfachung starr rotierenden Stern mit Magnetfeld Ma-
terie aus, zwingt das Feld bis zu einer Distanz, in der die magnetische Energiedichte dazu nicht
mehr hinreicht, die Materie auf die Winkelgeschwindigkeiindubertégt so Drehimplus auf

die Materie. Die ausstriiende Materie verbiegt die Feldlinien in einem der Rotation entge-
gengesetztem Sinne. Die so erzeugten magnetischen Spannubegeain Drehmoment auf

den Stern aus; die Sternrotation verlangsamt sich. 1kg Materie, die in einer Entfernung L vom
Magnetfeld entkoppelt, &gt den Drehimpul® = L2Q mit sich fort. Verliert der Stern mit
RadiusR pro Sekunde die Mas3¢, gilt

d TN
p (KMR?Q) = L2QM (2.18)

wobei der FaktoK die Geometrie des #tpers in dem Tagheitsmoment backsichtigt (z.B.
K = 2/5 fiir sphdrische Symmetrie), bzw. nach Division dudiR?Q

. , .
KQ:(L K)M~L M (2.19)

RQ? (2.17)

Q R /M RM
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wobei der Punkt die zeitliche Ableitung kennzeichnet. Erfolgt eine Abkopplung der Materie
vom Magnetfeld z.B. in einer Entfernung von etwa hundert Sternradien, verringert sich die
Winkelgeschwindigkeit des Sterns bereits um einessenordnung, wenn der Massenverlust
lediglich 103 seiner Mass#/ betrgt.

In welcher Distanz kommt es aber wirklich zu einer Entkopplung der axmssinden Materie

von dem Magnetfeld? Zu einer idealisierten Absizining gelangt man wie folgt. Wir nehmen
an: Das System sei in einem statioeii, axialsymmetrisched (0@ = 0 in einem sphfischen
Koordinatensystem) Gleichgewicht und in deguatorebene be = 11/2 gelteBy = 0 und

d/00 = 0. Die Rotation des Systems Stern und Magnetfeld sei starfdd=hconst Die Ma-

terie stome so, dasgg = 0.

Stationarist fordert Verschwinden aller Zeitableitungen. Zur Bestimmung der Felder und der
Rotation missen die Bewegungsgleichung und das Ohmsche Gesetz im atatictustand
verwendet werden. Di@-Komponente der stati@amnén Bewegungsgleichung liefert

d 1_d
pvra(rv(p) = @Bra(qu,) (2.20)

wobei hier wegen der im Gleichgewicht nicht verschwindendean@trigsgeschwindigkeit
der konvektive Teil der Ableitungv- )V benicksichtigt werden musste. Zudem werden die
Kontinuitatsgleichung und die Divergenzfreiheit des Magnetfeldotigh Sie ergeben

pv;r? = const (2.21)

und
r’B, = const (2.22)

Integration von Glg. (2.20) ergibt mit der Konstanten (s. Glg. (2.21) und (2.22)
Br/(Hopvr) und der Integrationskonstanten
rvy = CrBy +D. (2.23)

Multplikation von Glg.(2.23) mipv; ergibt an der Sternobeathe(r = R)
1
PoVroVeoR— EBrqu)oR = PoVroD. (2.24)

Der erste Term beschreibt den Drehimpulsverlust des Sterns pro Zeit- actteREinheit, der
zweite das Drehmoment, das das Feld prackEneinheit auf die Sternobadhie ausbt. Die

linke Seite von Glg. (2.24) stellt mithin den gesamten Drehimpulsverlust des Sterns pro Zeit-
und FEcheneinheit dar. Also i§d der Drehimpulsverlust pro kg Sternmaterie, der oben mit

D = L?Q angesetzt wurde. Dig-Komponente der Geschwindigkeit berechnet sich wie folgt:

Im Gleichgewicht folgt aus dem Faraday und dem Ohmschen Gesetz

OxE=-0x (VxB)=>—(r(vBy —VvBr)) = 0. (2.25)
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Gilt an der Oberfichev;By < VyBr (d.h. die urspuingliche Ausswingeschweindigkeit ist
klein gegen die Rotationsgeschwindigkeit an der Ohehi# und die Feldlinien treten nahezu
radial aus), ergibt sich nach Integration von Glg. (2.25) an der il

rviBy — r'vgBr = —QR?Byg (2.26)

mit dem WertB,( der radialen Magnetfeldkomponente an der Obelf€.
Aus Glg.(2.26) folgt unter Bexcksichtigung von Glg.(2.22)

ViBy = (v —rQ)By (2.27)

Diese Gleichung besgt, dass ein Volumenelement genau dann der Feldline enthamgy str”
wenn im mitQ rotierenden System sein Geschwindigkeitsvektor in Richtung der Feldlinie
zeigt, d.h. das Vewitnis von radialer und azimutaler Komponente \®nndV sind gleich,
wenn man mit dem Stern rotiert.

Glg. (2.24) gilt natitlich nicht nur an der Obegthe und so edit' man fir v
BBy LQ 1 L2Q

_ - o) — 2.28
popv.rjL r Mﬁ(vq’ rQ)+ r ( )

Vo
wobei Glg.(2.27) und die Definition der Aléri-MachzahMz = v2/vZ benutzt wurden, bzw.

212

—1rQ. 2.29
Y (2.29)

V¢:

Diese Gleichung beschreibt, wie die Mate@adjs der Feldline stmit. Dabei wird es wegen

der zunehmenden Verzerrung der Feldlinie in azimuthaler Richtungi€ Materie immer
leichter, eine von der azimuthalen Rotationsgeschwindigkeit der Feldline abweichende Ge-
schwindigkeit zu haben und trotzdem mit der Feldlinie zu rotieren (man beachte, dass das
Strdmen entlang der Feldlinie keinen Einflu? auf das Ohmsche Gesetz hat).

Gleichung 2.29 ist singal'flir Ma = 1. Um eine regwie Geschwindigkeit zu garantieren,
muss gelte. = rp wobeirp der Radius ist, bei dem die Radialkomponente der Geschwindig-
keit des Sternwinds gleich der lokalen Adfiv-Geschwindigkeit ist.

Dieses Ergebnis begegnet unaufiger in der idealen MHD: Die Kraftgleichung kann

im Allgemeinen nur @it Ma < 1 erflillt werden; fir Sttmungsgeschwindigkeiten, die die
Alfv'engeschwindigkeitbersteigen, reicht die Magnetfeldenergie i.A. nicht aus, um die Kraft-
bilanz zu gewahrleisten. In unserem SonnensystenMgt~ 10 bei 1 AU und. = ra ~ 50R.

2.2.3 Pulsar-Elektrodynamik

Ein weiteres Beispielui’ ein Gleichgewicht mit nichtverschwindender@tringsgeschwin-
digkeit stellt die Rotation eines Neutronensterns dar. Wie wir im folgenden sehen werden, ent-
steht hier im Inneren des rotierendeariérs ein elektrisches Feld, das géhdem Ohmschen
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Gesetz der idealen MHD keine Komponente entlang des magnetischen Feldahranavau-
Berhalb des ideal ledfiigen Sterns das elektrische Feld eine Komponamigs des Magnet-
felds hat und somit Teilchen, die entlang des Magnetfelds zur @bbaglstoimen, beschleu-
nigen kann.

Der Neutronenstern mit RadiuR rotiere mit Q und besitze ein eingefrorenes Dipol-
Magnetfeld. Wegeil x B = 0 im Aussenraum kann dieses Feld durch ein skalares Potential,
welches der Laplacegleichundgfp = 0 genigt, beschrieben werden. In Kugelkoordinaten ist
eine solche bsung allgemein gegeben durch

o ! CZ
©r0.0)=3 3 (o' +Z5)Y0.0) (2.30)
=0m=—/
wobeiY;"(8,4) die Kugelftichenfunktion darstellt. Wegen der Symmetrie unseres Problems
in ¢ istm= 0 und die Kugelfichenfunktionen werden zu Kugelfunktionen. Im Aussenraum
ist wegen der zu fordenden Endlichkeit dersuingc}., = 0 und fir das Potential des magne-
tischen Dipols gilt® O cod/r? und das Feld ergibt sich zu

B= B‘r’—3R3(cos<aér + %sin@ég) (2.31)

wobei By die Feldstitke am Pol § = 0,r = R) ist. Die Geschwindigkeit im Stern ist=
rQsindgy. Im Innern des Sterns scheint einem ruhenden Beobachter ein elektrisches Feld in-
duziert

. . ByRQ /1 .
Ei =-VxB= r2 (§S|

Ist der Aussenraum ein Vakuum, so muss das elektrische Feld dort durch ein Potentialfeld mit
stetiger Tangentialkomponente fortgesetzt werdem.d&s elektrische Potential gilt, analog
zum magnetischen Feld im Vakuum, dass es der Laplacegleichunggemiuss. Die Win-
kelablengigkeit de®-Komponente vorE an der Oberfiche wird vom folgenden Term der
Multipolentwicklung (2.30) geliefert:

nPog — sinecoseég) . (2.32)

(2.33)

wobei die Stetigkeit vorEy garantiert ist fif C = —1/6BoR°Q. Das elektrische Feld im Aus-
senraum ergibt sich so zu

E. = —BoR°Q <73C°2§£_ Lot S'”?f;oseé3> . (2.34)

Die Normalkomponente ist unstetig unehft zu der Oberéichenladung

Ocl = £0(Ear — Eir ) = —£9BoRQC0S6. (2.35)
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Wahrend im Innern des Neutronensternes das feldlinienparallele elektrische Feld verschwin-
det, errechnet mamufden Aussenraum

Lo R’
E.-B= —B%RQr—7co§’e. (2.36)

Auf der Sternoberéiche spien geladene Teilchen der Masseind Ladunge also eine elek-
trische Kraft in Richtung des Magnetfelds und werden Imit eE, - B/m|B| beschleunigt. In
Polréhe @ — O,r — R, |B| — Bp) berechnet sich das Vatiiis dieser Beschleunigung zu der
Schwerebeschleunigumg= GM/R?nach

b  eRRQ tZ
- = — ~ — 2.37
g mMG trotooG (2.37)

mit der Frei-Fall-Zeit ;s = \/R%/GM, der Rotationsperiode des Neutronenstégas= 21/Q
und der Gyrationsfrequenz eines Elektrogs= eBy/m. Fir Pulsare mit,ot = 1s, Radien von
R = 10"m, Massen voM = 10°°%kg und Oberfichenmagnetfeldern véy = 10°T ergibt sich
fur Elektronerb/g~ 10!,

2.3 Magnetischer Einschluss in Fusionsplasmen

Grundlage der kontrollierten Kernfusion ist der Einschlul eines heilReni0 keV) Wasser-
stoffplasmasdi hinreichend lange Zeit, um Fusionsreaktionen zuogimhen. Eine Methode

ist der Einschluf® im Magnetfeld. Dieser wird durch die MHD-Gleichungen beschrieben. Im
folgenden wollen wir Beispiele dazu untersuchen.

2.3.1 DerzPinch

Wir wollen fuir einfache lineare Anordnungen MHD-Gleichgewichte berechnen. Ein Beispiel
fur eine solche Anordnung ist der sagRinch, d.h. ein zylindrisches Plasma, an dessen Enden
eine Spannung anliegt. Dadurch flief3t ein StrgynDieser erzeugt ein Magnetfelh; die
Kraft j, x Bg bilanziert den radialen Druckgradientep/dr. Die Verhltnisse veranschaulicht
Fig. 2.3.

Das Amgeresche Gesetz liefert dieKomponente des Magnetfelds:

1d .
@a(rBeﬁ = |z (2.38)
Die Kraftgleichung kann damit wie folgt geschrieben werden:
dp_ g Lpdoo  B§ 1B (2.3
ar = 70T T e\ T T r T 20 dr '
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r=a
Abbildung 2.3: Schematische Anordnung des z-Pinches (links) und typische Profile.

Im z-Pinch wird also der Plasmadruck sowohl durch magnetischen Druck als auch durch Feld-
linienspannung (im Zylinder entsprichtgerade dem Krinmungsradius) bilanziert. Spezifi-
ziert man ein Stromprofil, so kann man mit den Gleichungen (2.38) und (2.39) die Profile
von By und p berechnen. & den Fall einer konstanten Stromdicljte= 1,/(ma?) (a ist der
Plasmaradius) ergeben sich die in Fig. 2.3 dargestellten Profile:

Hol p

- =P < :
Be(r) 2T[a2r fallsr <a (2.40)
I
Bo(r) = ‘;Lnf falls r > a (2.41)
Wl M2
P = Fo5(1-(0)?) (2.42)

Der Druck im Plasma ist also experimentell durch den Wert des Plasmadidessgelegt.

Die Effizienz des Einschlusseat sich durch die dimensionslosedBep, das Verlaltnis von
gemitteltem kinetischem Drugi und magnetischem Drud/(2y), beschreiben:

By — 2Up < p>
"T B
Diese Gole ist in der magnetischen Fusion ein MaRdén Erfolg einer Einschluf3konfigu-
ration, da der kinetische Druck im wesentlichen die Fusionsleistung bestinahtend der
magnetische Druckiber das extern zu erzeugende Magnetfeld die Kosten der Anlage domi-
niert.
Fir denz-Pinch ergibt sictdg = 1, d.h. kinetischer und magnetischer Druck sind gleich. In der
Praxis zeigt sich jedoch, dal3 delPinch eine instabile Konfiguration ist. Die Plasmaale kon-
trahiert sich und reif3t innerhalb kurzer Zeit ab. Dies kann leicht eingesehen werden: bei einer
fluRerhaltenden Kontraktion wie in Fig. 1.1 dargestellt bleibt der Plasmastrom konstant, we-
gen der kleineren BEhe im kontrahierten Gebiet steigt jedoch das Magnetfeld und damit die

(2.43)
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Kraft auf das Volumenelement. Der kinetische Druck kasmgs der Feldlinien entweichen,
die SBrung erzeugt somit eine Kraft, welche der Anfangestg parallel ist; im Gegensatz zur
Alfv'enwelle (bei der die erzeugte Kraftaktreibend ist) haben wir es hier mit einer Instahtlit™
(sog. Pinch-Instabilét) zu tun.

Dieser Instabiliat kann durch ein extern erzeugtes axiales Bgléntgegengewirkt werden.
Die Krummung degFeldes bei der Kontraktion erzeugt eine entgegengerichtete Kraft, welche
stabilisierend wirkt. Man gelangt so zuStrew-Pinch

2.3.2 Der Screw-Pinch

Im Screw-Pinch tihrt die Addition vonBg und B; zu helikal verschraubten Feldlinien. Eine
solche Konfiguration ist in Fig. 2.4 dargestellt. Débergang zum Tokamak, d.h. in toroidale
Geometrie, kann man sich in ersteaiNrung durch Einftiren einer Periodizt in z mit Peri-
ode 2Ry vorstellen. Dann entspriclityp dem grof3en Radius des Torus, und die Koordizate
geht in den toroidalen Winkej genalRz = Ry Uber.

Magnetfeld-Linien

B" je Be je

i 7

paramagnetisch  diamagnetisch

Abbildung 2.4: Schematische Anordnung des Screw-Pinches (links) und zur radialen Kraft-
bilanz beitragende Sinie.

Das extern erzeugte FeB} mul3 ausreichend grof3 sein, um die Stadtilitli gevehrleisten. Es
zeigt sich, dal3 dies einer Forderung an den sogenannten Sicherheitgfaitspricht. Dieser
beschreibt die Geometrie der Feldlinien:

B Anzahl der toroidalen Unallife
9= Anzanhider poloidalen Unallife

(2.44)

einer Feldlinie auf dem Torus. So schlief3t sich z.B. eine Feldliniegmitl nach einem to-
roidalen Umlauf in sich selbst; eine Feldlinie ngit= 2 berotigt hierzu zwei Umdiufe. Der
Sicherheitsfaktor berechnet sich aus dem Quotienten der Véinétefng in toroidaler Rich-
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tung, A, und der in poloidaler Richtung® langs der Feldlinie. In der &lierung konstanter
FelderBg undBy, ergibt sich dann aus der Gleichung der FeldliBigB, = rA8/RAQ

AP 1By

9= 26 " RBy
Fur den Screw-Pinch folgt Stab#itfir g > 1 (Kruskal-Shafranov-Limit, siehe Kap. 3). In der
Praxis variiert dag-Profil eines Tokamaks zwischen 1 (auf der Achse) und 3-5 (am Rand).
Damit ergibt sich@if einen Torus mit AspektvedithsR/r ~ 3 typischerweise ein notwendiges
Feld vonB, ~ 10By.
Die Berechnung des MHD-Gleichgewichtes tien Screw-Pinch erfolgt analog zuRinch.
Im Ampereschen Gesetzus$en nun die Feld@&y undB; benicksichtigt werden:

(2.45)

1dB; .
Tl dr = o (2.46)
1d :

Das axiale Magnetfel®, setzt sich somit aus dem extern erzeugten MagneBgle- const
und dem im Plasma durdlg erzeugten Magnetfeld zusammen. Einsetzen des Magnetfeldes in
die Kraftgleichung liefert nun

d_;JZ_E(B§+B§>_B_g

dr dr* 2o Hor
Im Experiment sind der extern erzeugte Ani{ und j; vorgegeben. Der im Plasma flieRende
Strom jg kannuber jgB, zur Kraftbilanz beitragen. Dieser Strom und der damit verbundene
Beitrag zum axialen FelB; ist jedoch nicht direkt experimentell vorgegeben. Dahep isine
freie Giol3e. Wir haben also durch die Addition des axialen Feldes einen weiteren Freiheitsgrad
gewonnen. Damit kann im Experiment bei festgyder Druck variiert werden (z.B. durch die
dem Plasma zugehiite Heizleistung). Je nach @3é des Druckes variiert das Vorzeichen von

Je:

(2.48)

o Ist der Druckgradient kleiner als der durgiiBg vorgegebene Wert, so ig§B; antipar-
allel zu j,Bg. Die Effizienz des Einschlusses ist dann kleiner alg-irinch, d.hf3g < 1.
Wie in Fig. 2.4 dargestellt, ist das vgp erzeugte Feld dann dem externen FB}(0)
parallel, d.h. das Plasma reagiparamagnetisch

¢ Ist der Druckgradient gif3er als der durclyBg vorgegebene Wert, so i$§B, parallel
zu j,Bg. Die Effizienz des Einschlusses ist dano@er als imz-Pinch, d.h[3g > 1. In
diesem Fall reagiert das Plasmi@magnetisch

Man beachte aber, dal3 nur der durch den poloidalen Plasmastrom erzeugte Aridgituon
Einschlul3 beiagt, wahrend der konstante externe Anteil in der Druckbilanz (2.48) nicht vor-
kommt. Die Variation vorg ist nach oben hin durch das sog. GleichgewichtsIppitz R/r
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gegeben (daff'werden wir im @chsten Abschnitt eine anschauliche Brilig geben). Somit
ist im Tokamak das gesamfegegeniber denz-Pinch ungedihr um den Faktafr /R) (B,/Bg)?
reduziert. Das Gleichgewichtslimit ghist danach vorg abhéngig, mit der obigen Alfierung
fur q gilt Bmax~ r/(R). Fuir obiges ZahlenbeispieR(r = 3, B,/Bg = 10) ergibt sich somit
ein Wert von ca. 3 %. In der Praxis werden Werte in deslZ&@riordnung einiger Prozent er-
reicht. Allerdings ist, in den meisterafén, dagf3-Limit im Tokamak meistens nicht durch das
Gleichgewichtslimit, sondern durch MHD-Instalgien bestimmt. Auf dieses sog. Troyon-
Limit werden wir in Kapitel 4 eingehen.

Der Screw-Pinch bietet somit experimentelle Flexibtlbéim Plasmaeinschluld auf Kosten ei-
ner gegenber denez-Pinch verringerten Effizienz. Dasafste experimentelle Problem bleiben

die hohen Endverluste durchatfieleitungdings der Feldlinien. Daher geht man vom linearen
Screw-Pinch zur toroidalen Anordnung mit verschraubten Feldlinber.”

2.4 Toroidale Anordnungen

Beim Ubergang zu toroidalen Anordnungen efth'sich der mathematische Aufwand bei
der Beschreibung der Gleichgewichte. Man kann jedoch unter Annahme toroidaler Symme-
trie eine Differentialgleichung angeben, welche ein toroidales Gleichgewicht beschreibt. Dies
kommt im Tokamak zur Anwendung. Hier wird das Toroidalfeld durch externe Spulen erzeugt,
wahrend die poloidale Komponente des Magnetfeldes durch einen im Plasma flie3enden Strom
erzeugt wird. Dieser Strom wird mit Hilfe einer Transformatorspule im Plasma induziert. Auf
Grund der hohen Leidihigkeit des Plasmas treibt man mit relativ kleinen Umfangsspannun-
gen & 1 V) bereits hohe Plasmastrie (mehrere MA in heutigen Experimenten). Ein Schema
eines Tokamaks zeigt Fig. 2.5.

Bei Aufgabe der toroidalen Symmetrie etit'sich der Aufwand weiter, die Berechnung von
Gleichgewichtendi den Stellarator ist i.a. nur noch numeriscbgtich.

2.4.1 Der Tokamak

Im Tokamak liegt Axisymmetrie vor, d.h. die Konfiguration ist unabbig von der toroidalen
Koordinateg. Damit kdnnen wir die Anordnung in Zylinderkoordinaten beschreiben (siehe
Fig. 2.6).

Prinzipiell missen wir wieder die Kraftgleichung sowie das Aengsche Gesetasén. Es zeigt

sich jedoch, dal3 sich das Problem auch durch eine einzige skalare Gleichung bescaigéiben |
Diese wollen wir im folgenden ableiten.

Zunéchst fihren wir das Konzept der FluRintegrale einr Eie beiden VektorfeldeB und |
gilt J-B=0 (generell) undl- j = 0 (da im statioaten Fall keine Ladungsaatfung auftreten
darf). Darausdlgt, dal3 die FluRBintegrale

/ BdA magnetischer Fluss (2.49)
C
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Transformatorspule

Toroidalfeldspulen

Poloidalfeldspulen Magnetische Flachen

Abbildung 2.5: Schema eines Tokamaks.

/ JdA Gesamtstrom (2.50)
c

wegen

/|§d7xl+/§dA2:7{§dA:/D-|§dvzo (2.51)
C C

fur beliebige, von der Kurv€ berandete Echen A1, A2 den gleichen Wert haben (man be-
achte die unterschiedliche Orientierung desidiiénnormalenvektoren). Dieuse sind also
eindeutig einer Kurve zuzuordnen.

Weiterhin liegen wegeB- Op=B- | x B= 0 (eine analoge Gleichung gilif}) die VektorerB

undj'in der FEichep = const Da auf diesen BicherB-dA = j-dA = 0 gilt, spannen somit die
Vektorenj undB Flachen auf, auf denen sowohl der Druck als auch die oben definietteser|”
konstant sind. Im axisymmetrischen Fall kann man beweisen, dal} diese sog. magnetischen
Flachen oder Flufdhen ineinandergeschachtelte verallgemeinerte Tori sind. Dies ist in Fig.
2.6 angedeutet. Da es auf dem Torus zwei topologisch unterschiedliche Arten von Kurven
gibt (poloidal bzw. toroidal umlaufende), kann man die magnetischechEl entweder durch

die toroidalen oder die poloidalenudse kennzeichnen. Wir beziehen uns im folgenden auf
toroidal umlaufende Kurven (siehe Fig. 2.6) und beschreiben das Plasma somit durch den
poloidalen magnetischen FI8® und den poloidalen Stromg.

Da p nur vonW abheingt, lonnen wir nun die Kraftgleichung umschreiben

op dpov . .

Die Komponenten voij ersetzen wir nach dem Arepéschen Gesetz
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Abbildung 2.6: ZylinderkoordinatenR,Z,@ zur Berechnung axisymmetrischer MHD-
Gleichgewichte.

. 1/0Br 0B

Jo= 15 (ﬁ - ﬁ) (2:53)
. 1 0
Iz= ﬁﬁ(RBtp) (2.54)

Wir kdnnen nun die Komponenten v@émit den Flissen in Verbindung bringenuFdie in
Fig. 2.6 eingezeichnete&dhe R, @-Ebene) berechnet sich der magnetische Flul3 zu

R
W(R) = 2n/dRR'Bz(R') (2.55)
0
Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung ergibt sich damit
1 0¥
Analog erlalt man
1 ov

Schliefilich ist das toroidale Magnetfelg analog zum axisymmetrischen stromdurchflosse-
nen Leiter nach Gl. (2.54) durch

_ Holpol
Bo= SR
gegeben. Demnachlit das Vakuumtoroidalfeld wie /R ab.

(2.58)
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Somit konnen wir in Gl. (2.52) alle Vektorkomponenten durch diedsEé ausdicken und
gelangen schlie3lich zu einer gelarilichen Differentialgleichungiy

2
%(%%) + % = AW = —po2TR jp = —Ho(21R)*P’ — K5l ol pol (2.59)
wobei der Strich die Ableitung nack bezeichnet. Diese Gleichung ist auch als Grad-
Shafranov-Gleichung bekannt. Sie beschreibt das toroidale axisymmetrische Gleichgewicht
vollstdndig. Man erkennt wieder den Beitrag des toroidalen Stromes zur Druckbilanz so-
wie den Diamagnetismus des Plasmas, bei dem wiederum das Vakuum-Toroidalfeld wegen
Iho1,0 = 0 im Plasma nicht zur Kraftbilanz begtyt.
Man beachte aber, dal? die Grad-Shafranov-Gleichung nichtlinééisty dap undlpo von
W abmangen. Daher mul3 sie im allgemeinen numerischsielérden. Dabei kann man vorge-
gebene Randbedingungen (z\B= 0 am Vakuumgefl3) durch Addition eines magnetischen
FlussesWy mit A*Wy = 0, d.h. Vakuumfelder, eullen. Solch ein Flul3 wird durch externe
Strome in toroidal umlaufenden Spulen (sog. Poloidalfeldspulen, siehe Fig. 2.5) erzeugt. Die
Grad-Shafranov-Gleichung bestimmt somit die Lage und die notwendigem&uiér Poloi-
dalfeldspulen, um eine gewschte Plasmakonfiguration im Gleichgewicht zu halten.

Fir steigende$, verschiebt sich die magnetische Achse in Bezug auf die letzte geschlos-
sene FluR#Hche in radiale Richtung. Diese sog. Shafranov-Shift ist auf die den Torus radial
expandierende Hoop-Force meKzufihren. Diese hat zwei Be#tge

¢ Die Expansionskraft eines Stromringes auf Grund der Torusgeometrie: analog zu einer
stromdurchflossenen Leiterschleife wirkt wegen der abstof3enden Wirkung entgegenge-
setzt flieRender Strie eine expandierende Kratft.

e Der kinetische Plasmadrucighiit ebenfalls zu einer Expansionskraft; dies ist analog zur
Expansion z.B. eines Fahrradschlauches unter Druck.

Zur Kompensation der Hoop-Forceussen die Poloidalfeldspulen in erster Ordnung ein Ver-
tikalfeld B, erzeugen, das, gekreuzt mit dem Plasmastrom, eine Nettokraft radial nach innen
ausibt. Dieses Feld atkt das Magnetfeld auf der Aul3enseite, daher liegen nach Gl. (2.56) die
FluRflachen mher zusammen,afirend auf der Innenseite der entgegengesetzte Effekt auftritt.
Hiermit kénnen wir auch qualitativ das oben extwite Gleichgewichts-Limit afi, verstehen:

Fir zu hohegy, ist das Vertikalfeld so stark, daf? es auf der Innenseite das Feld zu Null macht.
Dann entsteht eine sogenannte Separatrix, welche das Plasma magnetisch begrenzt. Bei wei-
terer Erfihung von3, nimmt nun der kleine Plasmaradius ab. Eine genauere Analyse ergibt,
dal3 im Tokamal,, auf Werte von der Gaf3enordnung des Aspektvaitiisses begrenzt ist.

Wie bereits beim Screw-Pinch eahiit, tihrt das zu einer Begrenzung des gesarftemnf

Bmax ~ Btmax ~ r/(Rcf). Fiir einen typischen Tokamak mifR~ 1/3 undq ~ 3 bedeutet

dies z.B.Bmax~ 3%. In der Praxis wird im Tokamak jedoch das erreichifacdétmals durch
MHD-Instabilitaten limitiert (Troyon-Limit, siehe Kap. 4).

In modernen Tokamaks wird das System der Poloidalfeldspulen auch zur Formgebung (Elon-
gation etc.) benutzt; so wird z.B. in der sogenannten Divertor-Konfiguration eine magnetische
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Abbildung 2.7: Vergleich des materiellen Limiters mit dem magnetischen Limiter (Diver-
tor).

Begrenzung durch eine Separatrix verwendet. Damit kann die Zone der intensiven Plasma-
Wand-Wechselwirkung am Plasmarand vom hei3en Plasma entfernt gehalten werden. Der Ver-
gleich einer Limiterkonfiguration mit einer Divertorkonfiguration ist in Fig. 2.7 gezeigt.

2.4.2 Der Stellarator

Beim Stellarator (lat. stella = der Stern) wird das Poloidalfeldadich von externen Spulen er-
zeugt. Hierbei stellt sich zachst das Problem, daf auf Grund des fehlenden Toroidalstromes
im Plasma wegen des Araeschen Gestzes das UmlaufintegitaérBg verschwindet. Eine

dem Tokamak analogedsung mit mherungsweise konstant@ggibt es daher nicht. Ein von

Null verschiedenes Poloidalfeld kann jedoch durohdré Multipolmomente des Stromes er-
zeugt werden. Dann variieBy in einer poloidalen Ebene z.B. sinosfiig, sodaf¥ Bgdd =0
gewdhrleistet ist. Die Verteilung der externen toroidalero8te,; welche dieses Feld erzeugen,
mussen dann ebenfalls eioleres Multipolmoment beinhalten.

Verschraubt man nun die externend@te helikal, so ergeben sich im Plasma umlaufende
Feldlinien. Dieses ist in Fig. 2.8 schematisch dargestellt. In jeder poloidalen Ebene ist das
Umlaufintegral wegen der sinusfhigen Variation des Poloidalfeldes Null; trotzdeswft die
Feldlinie als Ganzes helikal um den Torus um. Allerdings ist die Konfiguration, im Gegensatz
zum Tokamak, jetzt nicht mehr axisymmetrisch, vielmehr variieren die Magnetfelder nun auch
in toroidaler Richtung.

Damit kann man durch externe verschraubte Leiter eine Konfiguration erzeugen, welche auf
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Abbildung 2.8: Verlauf von Feldlinien im Stellarator.

einem Torus umlaufende Feldlinien erzeugt. Die Summe der helikalem8tist wiederum
Null, sodaf? sich ein Multipolfeld ergibt. In dieser audkliasgenannten Anordnun@ft sich
die Stromverteilung in den externen Leitermh@iungsweise durch

1(8) = losin(£6 — Mq) (2.60)

beschreiben. Man erkennt, daf3 hier eine helikale Symmetrie vorlieg(,/8.h.Mg) ist eine
ignorable Koordinate. ZagZlich zu den helikalen Sinien benutzt man im Experiment oft-
mals auch Spulen, welche ein reines Toroidalfeld erzeugen. Die Addition der beiden Felder
erlaubt eine experimentelle Variation der Feldliniensteigung und damit des Sicherheitsfaktors.
Beispiele tir Heliaskonfigurationen sind in Fig. 2.9 gezeigt. Sie werden nach der/ZdHi.

der Periode in poloidaler Richtung benannt.

In Fig. 2.9 sind noch zwei weitere Varianten des oben beschriebenen Prinzips zu sehen. Im
Stellarator mit modularem Spulenaufbau wird die Summe von planaren Toroidalfeldspulen
und helikal umlaufenden Stellaratorwindungen durch einen Satz von komplex geformten, drei-
dimensionalen Spulen ersetzt. Dies ist im Hinblick auf die Reaktortauglichkeit, bei der modu-
lare Bauweise gefordert werden mul3 (z.B. zwgWchkeit, Spulen auszuwechseln), erforder-
lich. Im Torsatron ist die Summe der Windungestie von Null verschieden, daher kann im
Plasma ein Strom induziert werden. Die Konfigurationen unterscheiden sich durch ihre Ver-
scherung: w&hrend def = 2 Stellarator praktisch keine magnetische Verscherung aufweist, ist
diese beinY = 3-Stellarator und beim Torsatron vairilicher GoRenordnung wie im Toka-
mak. Allerdings variiert sie im umgekehrten Sinne, djfiéallt von innen nach auf3en ab.
Schlie3lich kann man auch noch die helikale Symmetrie aufgeben, d.h. die &gy Stel-
laratorwindungen variieren. So gelangt man zu Stellaratorkonfigurationen, wie sierzdasf”
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Abbildung 2.9: Verschiedene Realisierungen des Stellaratorprinzips.

in Planung befindliche Stellaratorexperiment Wendelstéil/orgesehenind. Hier ist die
Konfiguration auf Grund theoretischer Voraussagen im Hinblick auf Transport und Stiasbilit”
eigenschaften optimiert worden.

Trotz der Vorteile der prinzipiellen Bijlichkeit des staticaren Betriebs und des Fehlens des
Plasmastromes und damit der Stromabbruchinstabibtdie Stellaratorkonfiguration heut-
zutage experimentell weniger fortgeschritten als der Tokamak. Dies liegt vor allem an den
experimentellen Problemen des Plasmaaufbaus (hier muf3 in jedem Fall mit Zusatzheizung ge-
arbeitet werden), als auch an der Komplakdés Spulenaufbaus. Aizlich hat der Stellarator

ein grolles Aspektvedtthis vonR/a~ 10— 15, sodal3di vergleichbare Lineardimensionen

das Plasmavolumen erheblich kleiner ist. Man mul3 daherategen Werten des grof3en Ra-
diusRgehen, um mit dem Tokamak zu konkurrieren. Damit stellt auch das oben angesprochen
Gleichgewichtslimit €iir  wegen der Abhingigkeit vom Aspektvedithis flir den Stellarator

eine gol3ere Einsclarikung dar. Bi'das obige Zahlenbeispiglk= 3 ergibt sich z.B. mit einem
Aspektverfaltnis vonR/r = 10 ein GleichgewichtB-Limit von 1% (dies kann z.B. durch Ope-
ration bei niedrigereng erhoht werden). Bei konsequenter Weiterentwickluogite jedoch

der Stellarator ein aussichtsreicher Kandidatdén Fusionsreaktor werden.
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Abbildung 2.10: Schema eines modularen Stellarators ohne helikale Symmetrie (nach dem
Entwurf flir Wendelstein WVII-X).



Kapitel 3

MHD-Stabilit atsanalyse

Im vorherigen Kapitel haben wir MHD-Gleichgewichte berechnet. Wir fanden so Konfigu-
rationen, bei denen sich das Plasma inaftegleichgewicht befindet. Es wurde jedoch kei-

ne Aussage begjlich der Stabiliat der Konfiguration gemacht. Diese ist durch die Antwort
des Systems auf eine infinitesimale®irig bestimmt. Die Situation ist analog einer Kugel

in einem Potentialtopf (siehe Fig.3.1). An Stellen mi{/dx= —F = 0 ist das System im
Kraftegleichgewicht, bei einer kleinen Verschiebung kann die entstehende Kraft jedoch so-
wohl riicktreibend sein (Stabiét, Fig. 3.1 a)) oder die aafigliche Auslenkung verstken
(Instabilitat, Fig. 3.1 b)). Fig. 3.1 demonstriert auch das Konzept der nichtlinearen Stiabilit”
bzw. Instabili&it: Hier hangt das Verhalten von der &3é der Anfangsstiing ab.

linear stabil linear instabil
I > | >
linear instabil, nichtlinear stabil linear stabil, nichtlinear instabil

Abbildung 3.1: Zum Konzept der linearen und nichtlinearen Stadilit”

Bevor wir uns aber mit der Stabiitin der MHD beschftigen, wollen wir die grundstzlichen
Methoden an einigen einfachen Beispielen diskutieren.

37
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3.1 Die Rayleigh-Taylor Instabilitat

Bereits in der Hydrodynamik begegnen uns die Methoden der Stabditalyse, welche wir
spdter in der MHD verwenden. Als einfaches Beispiel untersuchen wir die Rayleigh-Taylor
Instabilitit, d.h. die Stabildt einer Hissigkeit inhomogener Dichte unter dem Einflu3 der
Gravitationskraft. Es ist bereits intuitiv einsichtig, dal3 Instadtibrliegt, wenn Rissigkeits-
schichten goRerer Dichte oberhalb solcher mit geringerer Dichte liegen (siehe Fig. 3.2).

schwere Flussigkeit schwere Flussigkeit

v v
leichte Flussigkeit leichte Flussigkeit

Abbildung 3.2: Rayleigh-Taylor Instabildt einer Alissigkeit inhomogener Dichte im Gra-
vitationsfeld.

In diesem Fall lautet die Kraftgleichung

dv
pa——Dp—pQ (3.1)
wobeid die Gravitationsbeschleunigung darstellt. Sie zeige in negafRiehtung. Dann gilt
im Gleichgewicht

d
Op=—-pg — d—gz—pg — p=pg(h—2 (3.2)

d.h. das hydrostatische Druckgesetzdine bestimmte Staohéh. Im Gleichgewicht ahgen
p und p somit nur vore ab.

Die Dynamik des Systems ist durch die zeitabbige Kraftgleichung gegeben. Entwicklung
mit Vo = 0 undp = po(2) + p1(X,t) sowiep = po(z) + p1(X;t) liefert in erster Ordnung

ov
5 = Op1—pid (33)

Weiterhin gilt die linearisierte Kontinwatsgleichung

Po

0
A — —(poD)- V147 Oipo) (34
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Wir haben damit 4 Gleichungearfdie 5 Komponenteps, p1, Vi, d.h. wir missen eine Zusatz-
annahme machen. Mit der Bedingungv; = 0 (inkompressible FiSsigkeit) wird das System
losbar. Da die Gleichgewichtsgsén nur vorz abréngen, binnen wir die Zeit sowie dig und

y Komponente durch einen Fourieransatz separieren:

f(x,y,zt)1 = f1(2)eketoy—) (3.5)

wobeik der zweidimensionale Wellenzahlvektor in dery)-Ebene ist undo die komplexe
Frequenz darstellt. Reedebedeuten eine Schwingung des Systems um die Gleichgewichtsla-
ge, wahren imagiarew exponentiell anwachsendewdringen entspricht. Nurokinenp; und

p1 aus den obigen Gleichungen eliminiert werden und wir erhalten einelgdighe Diffe-
rentialgleichunguif die zzKomponente vorv,:

dz( 274z ) =k (oo Po+g dz)VlZ (3.6)
Diese Gleichung ist von der For@vi, = CVyy, d.h. ein Eigenwertproblenuf ;. Dig Losung
fur vorgegebenegy(z) ergibt w(k), d.h. das sogenann&pektrumdes Operator®. Im all-
gemeinen wird sich diese Gleichungy fieliebigego(z) nicht analytischdsen lassen. Wir
kdnnen die lo5ung jedochui eine spezielle Wahl vopo(z) angeben. Setzen wir

Po = pcer (3.7)

S0 istA = po(dpo/d2z)~* die Skalerdinge auf der die Dichte deruEsigkeit variiert. Mit diesem
Ansatz ergibt sichdi die Eigenwertgleichung

dvy, n Edvlz _ ( gkz
d2 A\ dz AG?

Diese Gleichung ist von der mathematischen Struktur deargpftén harmonischen Oszilla-
torproblems; die bsung lautet daher

*QWHZO (3.8)

_ — = i LA A V4
Vi; = CONnste 2x sm(( NE D k) z) (3.9)
Wie bei anderen Eigenwertproblemen (z.B. in der Quantenmechanik) ergeben sich die Ei-
genwertew(k) durch Einsetzen der Randbedingungen. Hier fordern wir, daf3 dreir®jam
oberen und unteren Rand verschwindet, ais() = vi1(h) =0, d.h. das Argument des Sinus
muf3 geradart/h sein, woben eine beliebige ganze Zahl ist. Es ergibt sich

k2
nm 2 2 1
(%) +e+ 5
Das Vorzeichen vory’ entscheidetiber die Stabilit des Systems:uf w? > 0 ist w reell

und das Systenufirt Schwingungen um die Ruhelage aus; dies entspricht der stabilen Situa-
tion. Rir w? < 0 existiert eine exponentiell anwachsendesurig. Dieser Fall entspricht der

> 9
“=5

(3.10)
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Instabilitit. Da auf der rechten Seite von Gl. (3.10) bis &Rulur positive GoR3en auftauchen,
entscheidet das Vorzeichen vdiber das Verhalten. Im Einklang mit der intuitiven Erwartung
erhdlt man Stabilidit flir A < 0, d.h. einer nach oben hin abnehmenden Dichééyrerid der Fall
einer schwereren E§sigkeituber einer leichteren zur Rayleigh-Taylor Instahbilifiihrt. Die-

se Instabilitit kann experimentell leicht mit gefiten Hissigkeiten unterschiedlicher Dichte
sichtbar gemacht werdenuFK — o, d.h. kleine Wellerdhgen, erllt man die maximale An-
wachsrateo — g/A. Diese entspricht gerade dem freien Fall dassBigkeitselementeargs

der Skalerdihge.

Wie bereits oben erahint, ist die losung des Eigenwertproblemes im allgemeinen nicht ana-
lytisch durchtihrbar. Um trotzdem einedberblick tiber die Stabilitseigenschaften des Sy-
stems zu erhalten, kann man die Eigenwertgleichung zu einem Variationsausdruck umformen.
Dies geschieht durch Multiplikation mit; und Integratioruber die gesamte dhie

h h
d dV]_z o 2 dpo
oozo/vlzd—z<po = ) dz=k O/V%Z(oozpoqtga) dz (3.11)

Nach patrtieller Integration des ersten Termesknman unter Benutzung der obigen Randbe-
dingungen

h 2 ~dp

0
gvlzgﬁdz
(02 _ _k2

g : (3.12)
gm((%’%) + k2v§Z>dz

Wir haben somit einen Variationsausdruck erhalten, derefile beliebige Testfunktiowm;

gilt. Der Ausdruck (3.12) stellt ein Funktional in Alhgigkeit vonvy, dar. Gelingt es, eine
Testfunktionvy, zu finden, fir die w? negativ wird, so ist das System instabil. Man beachte
aber, dal3 die so gaklte Testfunktiorvy; i.a. keine Eigenfunktion darstellt. Das so erhaltene
wist daher nicht unbedingt ein Magrfdie tatsichliche Anwachsrate, welche immer durch das
zur Eigenfunktion getrendeaw bestimmt ist (die ausgezeichnete Stellung der Eigenfunktionen
besteht gerade in ihrer Eigenschaft, den Variationsausdruck zu maximieren). Dalftemarh™
nur eine untere Grenzeif'die Anwachsrate (man stelle sich die gdwé Testfunktion nach
Eigenfunktionen entwickelt vor; dann isf eine gewichtete Summe der Eigenwerte).

Aus Gl. (3.12) kohnen wir wieder das obige Stabdliskriterium erhalten: bis auf den Dichte-
gradient sind alle Terme positiv definit, dahealmeén wir eine Testfunktion, welche z.B den
Wert 1 hat, wenrdpo/dz positiv ist, und ansonsten verschwindet. Danrui$t< 0 und das
System ist instabil. Istipg/dz tiberall negativ, gelingt es nicht, eine Testfunktion zahen,
welchew? negativ macht; das System ist daher stabil.

Wir haben somit zwei Methoden kennengelernt, mit denen ufear die Stabilat eines hy-
drodynamischen Systems entscheiden kann:

e Bei der Eigenwertmethode muf3 man eine Eigenwertgleichasenl und eralt aus dem
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Spektrumw(k) die Anwachsrate. Diese Methode liefert somit eine detailliedsung,
fuhrt aber schnell zu Eigenwertproblemen, welche analytisch nicht rosiat sind.

e Bei der Variationsmethode ati'man einen Funktionalausdrualrfdie Anwachsrate
in Abhangigkeit von der Stfung und kann durch Wahl einer beliebigen Testfunktion
Aussageruber die Stabilat des Systems treffen. Findet man eine Testfunktiandié
Instabilitit vorliegt, so ist die Instabikit’des Systems bewiesen, ohne dal} eine Eigen-
funktion bestimmt wurde (der Nachweis von Stahbilitst oftmals schwieriger, da hier
das Systemut alle moglichen Testfunktionen stabil sein mu3urFdie Anwachsrate
kann bei dieser Methode im allgemeinen nur eine untere Grenze angegeben werden.

3.2 Die Parker-Instabilitat

Eine der Rayleigh-Taylor Instabiéit'verwandte Situation ergibt sich, wenn man den Effekt
des Magnetfelds auf das hydrostatische Gleichgewicht, z.B. an der Sonneaddteerilinter-
sucht. Dazu betrachten wir zactist eine nicht gelammte isolierte magnetische Fluskré in
einer unmagnetisierten isothermen Plasmaumgebung. Laksden'sich lateraler interner und
externer Druck die Waage halten, d.h. mithilfe des idealen Gasgesetzes gilt

kaTexPex  KaTinPin B,
= 4 —n
m m 2u

Im thermodynamischen Gleichgewicht gy = T, und das Plasma in der Fluekré st
im Gravitationsfeld eine Kraftdichte, die zum Auftreiben der Flokse tihrt
2

B:
(Pex—Pin)g = —ZU(I)n/\ (3.14)

mit der bereits aus Kapitel 1 bekannten Skatamd der barometrischendHénformelA =

ksT /mg Im allgemeinen sind hier also Kitegleichgewicht und thermodynamisches Gleich-
gewicht nicht miteinander vereinbar. Dieser sogenannte magnetische Auftrieb ist bei der Ent-
stehung von Sonnenflecken sowie beim Transport magnetischen Flusses von galaktischen
Scheiben und Akkretionsscheiben in deren Halos und Koronae wichtig. Wird die ¢Hussr”
beim Auftrieb gekuimmt, so haben die auftretenden magnetischen Spannungen einen stabili-
sierenden Einfluss; im statiaren Zustand werden wir es also mit gekmiten Flusotiren zu

tun haben. Eine schematische Darstellung der &misse gibt Fig. 3.3 a) wieder.

Wir betrachten im folgenden die Stabdit“einer isolierten stati@&n magnetischen
FlussschichBgy = By(z)& mit po(z) = kppo(2) To(z)/m und der magnetostatischen Bilanz

d 2
s (po(z) + Bozﬁ) ) +p0g=0. (3.15)

Die Geometrie ist in Fig. 3.3 b) dargestellt. Die relevanten um den Gleichgewichtszustand zu
linearisierenden Bilanzgleichungen sind
dp

s 0 () =0 (3.16)

(3.13)
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Abbildung 3.3: Zur Parker-Instabildt: a) Prinzip des Aufsteigens von magnetischen
Flussohren zur Sonnenobeatthe und Bildung von Sonnenflecken; b) vereinfachte Geo-
metrie zur Berechnung des Stalatgproblems.

ov 1 1 L
L (V-OW=—--0Op+—(OxB)xB—gg, 3.17
pn (v-0) 5 p p“o( ) g (3.17)

und ~

aat—B:Dx(Vx B). (3.18)
Analog zur Vorgehensweise bei der Rayleigh Taylor-Instatitetzen wirdif die StrgroRen
wiederumf (x,y,zt); = f1(z)expi(kxx+ kyy — wt)) an und erhalten die linearisierte Konti-
nuitatsgleichung

. . 0
—iwp1 = —ipo(kxVix + kyviy) — 3 (Poviz) (3.19)

Die x,y undz-Komponente der Kraftgleichung ergeben sich zu

—10PeVix = _Ikxp1+EE (3.20)
. . Bo . B
—iwpovay = |kXBly£ —iky (p1+ lei) (3.22)
. . Bp 0 B
—1WPeV1z = |kalz£ " 9z (pl + lem?) — P19 (3.22)
Die Komponenten des linearisierten Ohmschen Gesetzes lauten

. . 0

—1wB1x = —IBokyV]_y — a_Z(BOV1Z) (323)

Wir haben es nun mit einem System von 7 Gleichungen flie 8 Sbrgrossen
Bix, Bay, B1z, Vix, V1y, V1z, p1 und p1 zu tun. Durch Hinzunahme einer Zustandsgleichung kann
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man ein System von 8 Gleichungen 8 Unbekannte erhalten. Wiokinen aber die Zahl der
Gleichungenreduzieren, wenn wir uns auidtigen besclariken, die sehr stark yaRichtung
lokalisiert sind, d.h. formalk, — o, deren Wellerdhgen also parallel zum Gleichgewichtsma-
gnetfeld viel goRer als normal dazu sind. Dies entspricht gerade der Vorstellung lokalisierter
Flussohren, welche aufsteigen oder absinken.

In dieser Niherung muss wegédn- B =0 die StrgrosseByy verschwinden, d&, = 11/Lrr
(wobeiLgg die Lange der Flusstire bezeichnet) im instabilen Fall sicher endlich bleibt (f*
sehr kleined gr tritt ein sehr grosser stabilisierender Beitrag der Feldlinienspannung auf). Auf
Grund von (3.24) verschwindet in dieseal&rung auchny, so dass aufgrund von Glg. (3.21)
gelten muss

B
p1+ lef —0. (3.26)

Somit reduziert sich Glg.(3.22) auf

vy = kB2 — PLg (3.27)

HPo  Po
Der endliche Ausdruckyv,y kann aus den Glg.(3.19) und (3.23) eliminiert werden, woraus
sich ergibt
0B + ikyBoViy — ino% +v12806%(|np0 —InBo) = 0. (3.28)
0

Die sechs homogenen Glg.(3.20), (3.25) und (3.26)-(3.28) sowiedatigeisne Zustandsglei-
chung
p1 = p1keTo/m (3.29)

sind nun die algebraischen Bestimmungsgleichungedi& unbekannten 8tamplitudenvyy,
Viz, Bix, B1z, p1 undp;. Nichttriviale Losungen existieren bekanntlich nur, wenn die Koeffizi-
entendeterminante verschwindet. Dies ergibt die Dispersionsrelation

it - i (2R ragn( )

d
+VRKZ (c§k§ + ga—ZInBo> =0 (3.30)

mit der lokalen isothermen Schallgeschwindigkeit= kgTo/m und der Gleichgewichts-
Alfv'en-Geschwindigkei = B3/(Hopo)-

Wir haben es also mit einer quadratischen Gleichunguf zu tun. Rein instabile Moden
«? < 0 treten immer auf, wenn der Koeffizient vor dem quadratischen Temmgositiv ist.
Somit lautet das EinsatzkriteriurarfTnstabiligt

g 0, (Bo
Ke-——2 _“In( = 3.31
x < Zc§+vﬁazn<po) (3:31)

Zur Deutung dieses Ergebnisses definieren wir die Skatgyd de8-Feldes und der Dichte



44 KAPITEL 3. MHD-STABILITATSANALYSE

1dB d ldpo d
lg=———=—InB dlg=———/=—1I 3.32
B By dz dzn o undLse po dz dznpo ( )
wobei wir wegen der nach oben (positz«Richtung) abnehmenden Werte vBgundpg das
Minuszeichen als Konvention gahlt haben, sowie die modifizierte Skalengie der barome-

trischen Hbhenformel

% pgesamt l kBTO B% 1 2 1
ein. Das Einsatzkriterium lautet dann
1 1 1
2 - =
K < 2/N\* (LB Lp> (3.34)

Instabilitit kann also vorliegen, wenn der Abfall des magnetischen Feldes mitdherddhnel-
ler als der Abfall der Dichte geschieht. Dann ergibt sich eine obere Grenzie instabile
Wellenzahlky welche sich in eine untere Grenazar fdie Ldnge der Flusstire Lpr = 11/ky
Ubersetzt. &' eine Rohre, deren hinge gosser als diese kritischehge ist, ist die Feldlinien-
spannung so klein, dass sie den Auftrieb nicht kompensieren kann.

Falls die Ungleichung (3.31) nicht eilft ist, kannw? immer noch negtiv werden, wenn der
konstante Term in Glg. (3.30) negativ ist. Dann lautet das Einsatzkritetiugtabili@it

ga

k2 < — <~ InBy,. 3.35

oder 11
k§<KL_ — Lpr> m/LgA. (3.36)

B

Instabilitit kann also allgemein bei nach oben abnehmendem B-Feld auftreten, wenn die Wel-
lenlange der Stfung in Magnetfeldrichtung gsser als das geometrische Mittel der Ska-
lenlangen des Magnetfelds und der Skadewgjé der barometrischenoHénformel ist. Wie-
derum kann in diesem Fall die Feldlinienspannung den Auftrieb nicht kompensieren. Das hier
gegebene Bild kann qualitativ das Aufsteigen von Floisseii aus der konvektiven Zone der
Sonne an die Obedthe und die damit verbundene Bildung der SonnenfleckearerklZu

einer quantitativen Beschreibung, vor allem der beteiligten Zeitskalen, muss aber eine Reihe
weiterer physikalischer Effekte wie z.B. die verscherte Rotation der Sonne mitksechtigt
werden.

3.3 Das Energieprinzip der idealen MHD

Analog zum Vorgehen bei der Behandlung der Rayleigh-Taylor und der Parker-Inatabilit”
beginnen wir die Analyse mit der Linearisierung der MHD-Gleichungen. Daldeefi wir
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den sog. Verschiebungsvekﬁ)lein. Dieser ist eine @f3e erster Ordnung und kennzeichnet
die Verschiebung einesudsigkeitselementes aus der Ruhelage:

_ &
Codt
Wir fragen also wieder nach der Antwort des Systems auf eine infinitesimale Auslenkung.
Dazu ist es sinnvoll, die linearisierten Gleichungen in der Zeit aufzuintegrieren. Ohne Be-
schankung der Allgemeinheit diinen wir dabei die Anfangsbedingungé(‘?,t =0) =

B1(X,t = 0) = p1(X,t = 0) = p1(X,t = 0) = 0 vorgeben, abev; # 0, d.h. das System be-
wegt sich zum Ausgangszeitpunkt mit einer endlichen Geschwindigkeit durch die Ruhelage.
Die linearisierten und integrierten MHD-Gleichungen lauten dann:

V1 (3.37)

% = —0-(po¥1) — p1=—0-(pok) (3.38)

d.h. eine Dichtaiiderung wird durch Kompression des Volumenelementes herbbig@fon-
tinuitatsgleichung).
Mit dieser Gleichung ergibt sich die linearisierte Adiabatengleichung zu

a - -
%:_pOVD'Vl—Vl'DDO — pr=—poyd-&—&-Opo (3.39)

d.h. Druckinderung geschieht entweder durch adiabatische Kompression oder durch Auslen-
kung eines Volumenelementes in ein Gebighéren oder niedrigeren Druckes.
Kombination des Faradayschen Gesetzes mit dem idealen Ohmschen Gesetz ergibt

0By = L S
W:DX(\_/]XB())HBl:DX(EXBo) (3.40)

Diese Gleichung besagt, daf3 eine Auslenkung des Plasmas senkrecht zum Gleichgewichtsma-
gnetfeld ein elektrisches Feld induziert, welches wiederum zu dinéerung des Magnetfel-
des fihrt.

Die linearisierte Kraftgleichung lautet schlief3lich

ov - - - o
pOE:JOXBl‘f’JlXBO_Dpl (3.41)

Wir konnen nunp; durch Gl. (3.39) undj; aus dem Ampreschen Geseinj: = O x By
ersetzen und erhalten die MHD-Kraftgleichung in der Form

% 1 L1 L ..
po” 3 = - (Ox Bo) x Bt o (OxBy) xBo+ Oy E+E:0p0)  (342)
Hier taucht neben den Gleichgewichts@en zwar noch das gesté Magnetfeld auf, dieses
kann abemuber Gl. (3.40) auch alf zunickgefirt werden. Damit haben wir eine Gleichung

fUré erhalten, die symbolisch auch als
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928

=7 = E(€) (3.43)

Po

geschrieben werden kann, wobei wir die rechte Seite dﬁl(é}), den MHD-Kraftoperator
abgekiizt haben. Diese Bewegungsgleichung ist somit von der Form 'Masse mal Beschleuni-
gung = Kraft'.

Da alle Koeffizienten zeitunalangig sind, kihnen wir wiederum in der Zeit eine Fouriertrans-
formation anwenden

f(%,t) = f(R)e* (3.44)

Damit ergibt die Kraftgleichung das Eigenwertproblem

—6Ppot = F(§) (3.45)

Es l4Rt sich zeigen, daR der Kraftoperatonermitesch ist. Somit sind die Eigenwett@reell
und wir erhalten als Stabiétskriterium analog zum Rayleigh Taylor Problem

e «? > 0: Dannistwreell und nach (3.44)firt das System Oszillationen um die Ruhelage
aus. Dieser Fall entspricht der Stalaitit”

e w? < 0: Dann istw imagirdr und nach (3.44) existiert eine exponentiell anwachsende
Losung. Dieser Fall entspricht der Instalaitit”

Mit Gl. (3.45) konnen also prinzipiell Eigenfunktionen und Anwachsraten bestimmt werden.
Analog zur Rayleigh-Taylor Instabiit gestaltet sich jedoch in der Praxis das Berechnen der
Eigenfunktionen im allgemeinen als aufwendiges numerisches Problem. Daher wollen wir

wiederum einen Variationsausdruck herleiten, indem WirMultipIizieren unduber das
ganze Volumen integrieren. Es ergibt sich

< [oogzav=—1 [E-F@av=aw (3.46)

Beide Terme haben eine einfache anschauliche Bedeutung: auf der linken Seite steht die kineti-

sche Energie (wegen der Fouriertransformatiomfst: V), auf der rechten Seite die potentielle
Energie ('Kraft mal Weg’), die wir im folgenden m&W bezeichnen wollen. Da die kinetische
Energie immer positiv ist, entscheidet schliel3lich das VorzeicherdWoriiber die Stabilit
des Systems:

W>0 — >0 — Stabilitit (3.47)
W<0 — w<0 — Instabilitit (3.48)
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Dieses Resultat ist auch anschaulich \aamdtich: tihrt die S6rung zur Absenkung der poten-
tiellen Energie, so ist das System instabil, im anderen Fall liegt Stthibit” Die Verlaltnisse
sind also analog dem Teilchen im Potential, wie in Fig. 3.1 dargestellt.

Der Ausdruck tir 3W kann noch in eine intuitiv einsichtige Form gebracht werden. Dazu teilt
man das Integrationsgebiet in den Bereich des Plasmas (fhtieXFluid’), den des Vakuums
(IndexV) und die Grenz#che (IndexSfur 'Surface’) auf. Dann schreibt siéw als

SW = S + S+ S, (3.49)

Die einzelnen Beiage ergeben sich zu

BZ
My = % ﬁdv (3.50)
Vak

Der Vakuumbeitrag besteht also nur aus der magnetischen Feldenergie und ist immer positiv,
d.h. stabilisierend.

Der Oberfiichenterm lautet

1 = B2
=5 [ (1-€0)%10(po+ 50l dS (3.50)
Ho
Surf.
wobei i den Normalenvektor darstellt und der Doppelstrich den Sprung deReésah der
Grenzfliche bezeichnet. Ein nicht verschwindender Sprung der Summe von kinetischem und
magnetischem Druck bedingt einem&tienstrom; schlie3en wialé mit Oberfichenswinen
aus, so gildwWs = 0. Der Index L bezieht sich hier und im folgenden auf das Gleichgewichts-
magnetfeld.

Der letzte Term (Molumenbeitrag des Plasmas) lautet

2

1 BI, BS .z T R)2 £)2
5\/\4::_/ < ﬂﬂLﬂ(D'fu—i—ZEu'K) +Ypo(L-§)

—2(Z, -Opo)(R-E,)— é—ll)(& x Bo) - |§1> dv (3.52)

wobeiK = (I§0- D)I§0/Bo der Knimmungsvektor des Gleichgewichtsmagnetfeldes ist.

Die Terme in der ersten Zeile von (3.52) sind alle drei positiv definit; sie haben daher stabili-
sierende Wirkung. Im einzelnen bedeuten sie (von links nach rechts) die mit der Auslenkung
des Vakuumfeldes verbundene Energie (torsionalegkifiWellen), die mit der Kompression

des Magnetfeldes verbundene Energie (kompressionaledVélle) sowie die mit der Kom-
pression des Plasmas verbund@nderung der inneren Energie des Gases (Schallwellen). Die
Terme in der zweiten Zeile von (3.52pRiien sowohl positiv als auch negativ sein; sie ent-
scheiden daharber die Stabilat des Systems. Diese beiden Terme sind von unterschiedlicher
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Abbildung 3.4: Austauschinstabéitim magnetischen Spiegel: ein Austausch von Plasma
und Feldlinien €éihrt im Bereich ungristiger Ktimmung zur Absenkung sowohl magneti-
scher als auch innerer Energie des Plasmas.

physikalischer Bedeutung, sie stellen die gratdischen Quellendi’ MHD-Instabilititen in
Fusionsplasmen dar:

e Druckgetriebene Instabiéitén: der Term @l -Opo) (K .'z’i) beschreibt die destabilisie-

rende Wirkung des Gradienten des kinetischen Drucks. Wie man sieht, ist der Beitrag
negativ, wenn Kuimungsvektor und Druckgradient parallel sind. Sind dag&gamd

Op antiparallel, so ist der Beitrag positiv. Im Tokamak ist daher diarimung auf

der NiedrigfeldseiteR > Ry) destabilisierend (sog. 'ungstige Ktimmung’), wahrend

auf der Hochfeldseite eine tgstige Krimmung’ vorliegt. Das genaue Verhalten muf3
aber durch Mittelungiber beide Bereiche gefunden werden. Ein Beispiekine An-
ordnung, die vorwiegend ungstige Kiimmung besitzt, ist der magnetische Spiegel.
Wie in Fig. 3.4 gezeigt, kann durch Austausch von Plasma und Feldlinien sowohl die
Feldenergie abgesenkt werden (Meing von Magnetfeldlinien) als auch die innere
Energie des Plasmas verringert werden (Expansion des Plasmas). Diege)stag-
schinstabili&it(engl. interchanggfuhrt in einer einfachen Spiegelanordnung wie in Fig.
3.4 zum schnellen Verlust des Plasmas.

Stromgetriebene Instab#itén: der Termé—‘(')(& X I§0) . I§1> beschreibt Instabildten,
welche vom Parallelstrom heinien. Ein Beispiel ist die sog. Kink-Instabdtt"welche
auch in einem drinen, von Strom durchflossenen geraden Draht beobachtbar ist: Mit zu-
nehmender Stromastke knickt der Draht unter Verringerung seiner Gesamtenergie wie
in Fig. 3.5 gezeigt ein (diese Situation tritt auch beim Auswringen eines Handtuchs auf).

Wir haben die Instabiléten nach der dominanten freien Energie klassifiziert; in der Praxis tritt
haufig eine Mischung beider Arten auf und die Instabtlkann nur aherungsweise einer der
beiden Klassen zugeordnet werden. Iathsten Kapitel wollen wir nun das Energieprinzip
auf die Tokamakkonfiguration anwenden.
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Abbildung 3.5: Kinkinstabilitit eines stromdurchflossenen Leiters.
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Kapitel 4

|deale MHD-Stabilit at des Tokamak

Wir wollen nun das Energieprinzip verwenden, um die Staigtigenschaften des Tokamak
zu bestimmen. Um zu einer analytisch handhabbaren Form zu kommen, wird der Tokamak
dazu wieder durch einen periodischen Screw-Pinch approximiert.

4.1 Die Standardform vondw

Im periodischen Screw-Pinch kann das Energieprinzip in geschlossener Form dargestellt wer-
den. Dazu rassen die folgenden Schritte durchgfett werden:

¢ Wir nehmen an, dalR keine Obadhienstwime flieRen, dann verschwindet der Ober-
flachenternd\Wes.

e Wir fuhren Zylinderkoordinaten®, z ein, wobeiz periodisch in 2R, ist (dies approxi-
miert den Torus mit UmfangriRy).

e Wir entwickeln die Verschiebun%in den periodischen Koordinaten in eine Fourierrei-
he, d.h.

E®) =Y Ema(r)e MR b

Damit kénnen wir die Stfrungen nach ihreatimlichen Periodizét, d.h. der poloidalen
Modenzahim und der toroidalen Modenzahlkennzeichnen.

Bei der Minimierung vordW ergibt sich als Nebenbedinguﬁgz = 0. Mit der obigen Zerle-
gung folgt daraus eine Beziehung zwiscligmndé,, sodald wir eine der beiden Komponenten
eliminieren lonnen. Einedihgere Rechnung ergibt schliel3lich folgenden Ausdrucklén ra-
dialen Anteil der Verschiebung= &ymn(r):

51
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(4.2)

2R [ (2, gezyar 4 |20 P-% 2m
aw == 0/f€+€dr+‘ & o il n?)|
Dabei stellt der erste Term das Integuaket das Plasmavolumen dartjezeichnet wieder den
kleinen Radius des Plasmas, der Strich bedeutet die radiale Ableitung), im zweiten Term sind
die Terme vordWe mit §(a) # 0 und der Vakuumterm\, zusammengefal3t. Das Gleichge-
wichtsmagnetfeld wurde durdBy, und und den SicherheitsfaktQausgeduckt, das poloidale
Magnetfeld kann nach Gl. (2.44) durélg = rB;/(Rqg) gewonnen werden. Die Funktionén
undg sind durch

2
P 2C ) (4.3)
: .
RS et
m2
2 2 m 1 onep2 -
9= 1 ug‘%) é ——n)z(l—(m)2+n‘2>+ rR“Z n? rr(j2 2 (4.4)
+( q Ro 0 (%—f—r—z)

gegeben.

Dies ist die sogenannte Standardform des Energieprinzips im Screw-Pinch. Bis auf die Ver-
nachbssigung des Obeaithenstromes ist dieser Ausdruck im Screw-Pinch exakt.den

Torus kann man diesen Ausdruck durch eine Entwicklung nach dem inversen Aspaktverh”
nis erhalten. Die Standardform mischt dann allerdings Terme unterschiedlicher Ordnung im
inversen Aspektvewdithis. Wir haben keine leitende Wand als Begrenzung euigefdies

kann ebenfalls noch analytisch geschehen, soll hier aber nicht weiter verfolgt werden.

Man erkennt bereits, daR der Druck weg#r< 0 im allgemeinen destabilisierend wirkt. Au-
Rerdem &llt auf, da? einige der Terme Nullstellen lmpi= m/n haben. Fichen, auf denen

dies noglich ist, bezeichnet man daher auchralsonant&lachen. Hier ist die $tung genau
senkrecht zum Gleichgewichtsmagnetfeld, d.h. dieses wird nichugekt. Damit &llt der

im allgemeinen stabilisierende Term der Feldlinienspannung des Gleichgewichtsmagnetfeldes
auf den resonanten&then weg; wir werden daher im folgenden vor allem an den resonanten
Flachen Instabildaten finden.

4.2 Stabilitat gegen stromgetriebene Moden

Wir wollen nun die Stabilat des geraden Tokamaks gegen Kink-Instadigit untersuchen.
Da der treibende Ternuf'Kinks der Gradient die Gleichgewichtsstromdichte ist (siehe Kap.
3), kbnnen wir den Druckgradienten vernaa$digen. Wenn wir weiterhin von einem grof3en
Aspektverlaltnis und kleinen Modenzahlen ausgehen, @it/ Ry)? — 0, und es ergibt sich
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2
W = ZHTF;BOZ [+ - g2 (T - 2) rar
0
21°BZ
(G am )

Auf Grund des Faktorig1 im zweiten Term ist es sinnvoll, zweialé zu unterscheiden,
namlich§(a) # 0 und§(a) = 0. Im ersten Fall ist die Grenaithe zwischen Plasma und Va-
kuum von der Sifung betroffen, man spricht vomxternen Kink Im zweiten Fall ist die
Plasmaoberdiche und damit auch das Vakuummagnetfeld urnge&og.interner Kink.

4.2.1 &(a)# 0, externer Kink

In diesem Fall kommt der Hauptbeitrag vom Obacfiénterm (wie wir stér sehen werden,
kann der erste Termdehstens verschwinden, nicht aber negativ werden). Im Globdliterm
ist der zweite Summand immer positiv, folglich entscheidet der erste Uibandas Stabilats-
verhalten. Dieser Term ist positiv, wenfim—1/g, > 0, d.h. das Stabilitskriterium lautet

m/n < da (4.6)

Wir erhalten also Stabilif'gegen externe Kinks, wenn die resonanteR€ mitq(r) = m/n
innerhalb des Plasmas liegt. Der Umkehrschlul3 liefert, dal3 Insgabmiiglich ist, wenn die
resonante Elche aul3erhalb des Plasmas liegt. Dies ist jedoch nur ein notwendiges, aber nicht
hinreichendes Kriterium, da der (positive) Beitrag der anderen Terme mnitkschtigt wer-

den muf3. Insbesonderaingt der stabilisierende Beitrag des Integrdder 'das Plasmainnere

von der Form des Stromdichteprofils ab. Einsetzen realistischer Stromdichteverteilungen er-
gibt, daRR der externe Kink vor allem dann instabil wird, wenn die Stromdichte im Randbereich
hoch ist und die resonantedefie nahe dem Plasmarand ist (ansonsten ist der stabilisierende
Beitrag des gestten Vakuumfeldes zu grol3).

Im Tokamak sind diese Vedithisse vor allem beim Stromaufbau gegeben; dann ist die Um-
fangsspannung und damit auch die Stromdichte am Rand hoch. AuRerdem wird normalerweise
das Toroidalfeld bereits vor dem Stromhochfahren auf seinen Maximalwert eingestellt, sodal3
g(a) bei steigendem Stronalit und resonante Bthen durch den Plasmarand ins Vakuum tre-
ten. In der Praxis zeigt sich, dal3 vor allem Instadiiti mitn = 1 auftreten, daher findet man

beim Stromaufbau im Tokamak gelegentlich externe Kinksrmit g, wenn eine resonante
Flache die Plasmaobatihe durchquert. Dies ist in Fig. 4.drfdas Tokamakexperiment AS-

DEX dargestellt. Diese Instabidit kann aber im allgemeinen durch geschicktes Hochfahren
des Stromes vermieden werden.

Ein wichtiger Sonderfall ergibt sictuf'm= 1. Nimmt man in diesem Faff = constan, so
verschwindet der erste Term in (4.5). Dam#ngt die Stabilat hier, im Gegensatz zu den
Kinks mit m > 1, nicht vom Stromprofil ab. Einsetzen van= 1 ergibt
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t=0.107s
m=>5

Abbildung 4.1: Ideale externe Kink-Instabilitén beim Stromaufbau am Tokamakexpe-
riment ASDEX. Die Rekonstruktion des geden Magnetfeldes zeigt das Auftreten von
Moden mitm= ga,n = 1, wenndy einen ganzzahligen Wert annimmt.

41PB2 1

HoRo Oa
Daraus folgt als notwendiges und hinreichendes Kriteriumlfistabiliit g, < 1/n. Dieses
Kriterium ist am restriktivstenut'n = 1, es ergibt sich das sog. Kruskal-Shafranov Limit
Oa > 1. Dieses Limit begrenztuf'gegebenes Toroidalfeld den maximalen Plasmastrom. In
der Praxis tritt jedoch bereits bgi = 2 eine Instabiliat auf, welche die Tokamakentladung
beendet (sog. Disruption).

)a?€3 (4.7)
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4.2.2 &(a) =0, interner Kink

Fur den internen Kink is§(a) = 0, damit bleibt in (4.5) nur das Integrabér das Plasmainnere
tbrig. Rir m > 1 ist der Beitrag immer positiv und wir finden, dal3 das Plasma generell stabil
gegen interne Kink-Moden min > 1 ist. Im Fallm = 1 kénnen wir wiederunt, = const
wahlen, umdW zu minimieren. Allerdings steht dieser Ansatz im Widerspruclt @) =

0. Wir missen also eig wahlen, das irgendwo im Plasma vom konstanten Wert auf Null
abféllt. Geschieht dies an der= 1 Flache, so verschwindet der Beitrag & wegen der
Nullstelle vonn/m—1/g. Somit giltdW = 0 fur eine Testfunktion, welche innerhalb dpe 1

Flache konstant ist und auRerhalb verschwindet. Wie Fig. 4.2 verdeutlicht, entspricht dies einer
Versetzung des Zentralplasmas innerhalbeperl Flache.

A
&) q=1 Flache

\J

r(g=1) r

Abbildung 4.2: Eigenfunktion der internen Kink-Instab#it {links). Die Instabiliét fiihrt
zu einer Versetzung des Plasmas innerhallyded-Flache (rechts).

DaoW = 0, mul3 die achste Ordnung der Entwicklung nach dem Aspekiaienins’ Aufschluf3
uber die Stabil&t geben. Man findet tashlich, daf die (1,1) interne Kink-Modarfiealisti-
sche Stromprofileui'q(0) < 1 oftmals instabil sein sollte. Im Experiment ergibt sich oftmals
eine (1,1) interne Kink-Mode, sobatf0) unter 1 sinkt. Das Stabiltskrtiterium tir die ideale
interne Kink-Instabilisit lautet also

q0)>1 (4.8)

Die Sonderrolle der (1,1)uhirt von ihrer besonderen Struktur her: bei diesensig ist die
Topologie der Sifung gleich der Topologie der Gleichgewichtsfla@fien, sodal’ eine Verfor-
mung besonders leichtaglich ist.

Die ideale MHD-Stabiliéit des Tokamak gegen stromgetriebene Mo@ddt Sich somit wie
folgt zusammenfassen:

e Das Plasma ist stabil gegen externe Kink-Moden, wenn die resonatieeHkinerhalb
des Plasmas liegt (di@smdert sich, wenn im Plasma endliche ResisiMigricksichtigt
wird). Instabilitt ergibt sich vor allem, wenn die resonantadflié im Vakuum nahe der
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Plasmaoberéiche liegt und auerdem die Stromdichte in dah& des Plasmarandes
hohe Werte aufweist.

e Aus der Forderung nach idealer externer Kink-Stadtifitigt g > 1 (Kruskal-Shafranov
Limit). Dies begrenztdi vorgegebenes Toroidalfeld deroglichen Gesamtstrom.

e Der interne Kink ist stabildim > 1. Rir m= 1 ist er im allgemeinen instabilif g(0) <
1. Dies begrenzt wegeg(0) = (2B;)/(H1oRoj(0)) die Stromdichte auf der Achse.

Unter Hinzunahme des Druckterms in Gl. (4.®ykien sich bei ausreichendg¢hauch in der
idealen MHD interne Kink-Moden miin > 1 ergeben (sog. 'infernal modes’).

4.3 Stabilitat gegen druckgetriebene Moden

Wir wollen nun die Stabilét gegen druckgetriebene Moden untersuchen. Im Energiefunktio-
nal ergeben sich unter Beibehaltung ggderms neue Instabibtén. Im Gegensatz zu den
Kinks, bei denen im wesentlichen die ganze Plasmkshetroffen ist, handelt es sich hier um
lokalisierte Instabiliiten, bei denef nur lokal von Null verschieden ist. Dies ergibt sich aus
der bereits getroffenen Feststellung, dal in den®&léiner resonantendelfie mitg ~ m/n der
stabilisierende Beitrag der Feldlinienknimung verchwindet, sodaR der (negatipe)Term

die anderen Termeberwiegen kann. Wir werden es bei druckgetriebenen Moden also vor
allem mit lokalisierten Stfungen, welche sichaligs der Gleichgewichtsfeldlinien auf reso-
nanten Fichen ausbreiten, zu tun haben. Diesa8tgen entsprechen den bereits in Kapitel

3 besprochenen Austausch- oder Interchange-Instatiitit”

4.3.1 Lokalisierte Interchange Moden

Im Zylinder istB, geradeBg ist dagegen ungistig gekaimmt. Wir erwarten daher nach Kapi-

tel 3 bei geringer Verscherung des Magnetfeldes das Auftreten einer Interchange-lastabilit”
die nach den obigen Vorbemerkungen an den resonandaehé&ih’lokalisiert ist.

Zur Berechnung dieser Instabdithehmen wir an, dafld wegen der Lokalisierg(a) = 0O gilt.

Dann missen wir nur das Volumenintegral in Gl. 4.2 bekSichtigen. Weiterhin dinen wir

q(r) in der Nahe der resonantendgfie entwickeln, d.fg(r) = q(rres) +  (fres) (r — rres). Die
besondere Stellung der resonanteschEn besteht darin, dal wegem = q(rres) der zweite

und dritte Summand im Ausdruckifg (Gl. (4.4)) an der resonantendelie verschwinden.
Damit istg durch den Druckternp’ bestimmt. Man eréilt nach der Linearisierung (wenn auch
nochnr/(mRy) = Bg/B; < 1 vernachdissigt wird)

3 2 !
rresBz g 2 2

—=_( =) (r—r 4.9
e (q) (1= (4.9)
frzesZHop’

RS o

Q

(4.10)

Q
—~
-
~—
l
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Damit liegtdW explizit alsdW(&,&’,r) vor und man kann das Variationsproblem analog zur
Lagrangeschen Formulierung der Mechanik in eine Euler-Lagrangesche Differentialgleichung
fur & umschreiben. Variation vodW nach den (formal unaftamgigen) Funktioned und &’

ergibt

0 12 AN d 0 12 2 _ o d n o
(1208 — G (5p(1E2+08)) =0 — gt —g(fE)=0  (411)
oder, wenn die neue Variabke=r — res eingetihrt wird:
_ZHOp/ 32 E 2¢/ _ ! i I/
rreng(q,) 800+ -0CE/(%) =0 — DE+2E +x°¢" =0 (4.12)

wobei wir nochD = —(2uop’)/(rresB2)(q/q)? gesetzt haben (wegegn < 0 ist diese GoRe
positiv). Diese DifferentialgleichungaRt sich durch einen Polynomansatx) = x* losen.

Man erhalt
5 1 1
D+k+ke=0 — k:—éi Z_D (4.13)

Die so gewonnenen Funktionéfx) minimierendW in der Néhe der resonantenddfie. Sie
stellen somit einen sinnvollen Ansate €ine Testfunktiod(r) dar. Einsetzen dieser Testfunk-
tion in den exakten AusdruckifdW ergibt dann eine Aussagbér die Stabilit des Systems
gegen die Localized Interchange Instahbiit”

IstD < 1/4, so istk reell und negativ. Die dSungen sind bei= 0 singuBr. Wir kdnnen daher
diese losung nicht zulassen. Man kann jeddg) willkurlich in der Nehe des Ursprungs
begrenzen und dann das so erhalteaés Testfunktion verwenden. In diesem Fallathman
OW > 0, d.h. das System ist stabil.

Fir D > 1/4 istk komplex uncg ist von der Form

&(X) = Eoi cos(y/D—1/4 In|x|) (4.14)

VX

Diese Funktion ist in Fig. 4.3 dargestellt.

Wieder kann man diese Funktion begrenzen und als Testfunktion verwenden. Dies geschieht
so, dal¥ aul3erhalb eines bestimmten Bereiches verschwindet und inader dr resonanten
Flache konstant ist. Diese Funktion ist ebenfalls in Fig. 4.3 dargestetltliESe Art von Test-
funktion findet man Instabilét, d.h. das StabikttSkriterium fir den lokalisierten Interchange

ist

8pop’ <q’>2
- <|—= 4.15

rresBZ q ( )
Dieses Kriterium wird alsSuydam-Kriteriumbezeichnet. Es demonstriert die stablisierende
Wirkung der magnetischen VerscherugigFiir gegebeneg gibt es einen maximal zassigen
Druckgradienterp’.
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Abbildung 4.3: Losung der Euler-Lagrange Gleichung (links) und daraus abgeleitete Test-
funktion, welche zur Instabit flihrt (rechts).

Das ir den zylindrischen Screw-Pinch hergeleitete Suydam-Kriteriuaheriin Torus eine
Anderung. Dies liegt daran, daR im Torus das Toroidalfeld nicht mehr gerade, sondern auf
der Aul3enseite ungistig und auf der Innenseitegstig gegen das Plasma getarnt ist. Die
Stabilititseigenschaften ergeben sich daher durch eine Mittedungg Ider Feldlinie. Diesifirt

zum sogennanteMercier-Kriterium

8pop’ oy _ (A2
e 1< (q) (4.16)
In diesem Fall liegt alsouf'g > 1 (und ir denublichen Fall eines nach aul3en abfallenden
Druckprofils) generell Stabilti'vor. Da im Tokamak Gebiete mif< 1 meist auch instabil
gegen den internen Kink sind und oftmals vermieden werden, ist das Mercier-Kriterium in
Tokamaks oftmalsiber groRe Bereiche des Plasmasilérfiind es treten keine lokalisierten
Interchange-Moden auf. Es gibt jedoch auch in Torusgeometrie eine druckgetriebene Instabi-
litat, welche ein hartes Limit darstellt. Diese sogenannte Ballooning-Ins&kitilen wir im
nachsten Abschnitt untersuchen.

4.3.2 Ballooning Instabilitaten

Wir haben gesehen, dald im Torus die Interchange-Insttfiit g > 1 generell stabil ist. &
grofR3en Druck brechen jedoch die oben anbeEn Niherungen zusammen und es ergibt sich
eine andere druckgetriebene InstahilitDiese beruht auf dem destabilisierenden Effekt der
unguinstigen Krimmung auf der Torusauf3enseitefdt man zu, dal3 sich die Instalalitiicht
genau parallel zu den Feldlinien ausbreitet (#h# 0), so kann die Amplitude der &ting
langs der Feldlinie variieren und die Instalaitikonzentriert sich auf der Torusaul3enseite. Die
dabei gewonnene Energie kann bei ausreichendem Druckgradienten dieunomKng des
Gleichgewichtsfeldes notwendige Energleersteigen. Solche InstabdtEn nennt man wegen
ihrer rfAumlichen Struktur (Auslenkung auf der NiedrigfeldseBa)looningInstabilititen.
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Auch fiir die Ballooning-Instabilatist das Stabilétskriterium durch eine Beziehung zwischen
Druck und Verscherung gegeben. Sie wialifig flir den normierten Druck

_ 2Ry odp
B2 " dr

(B?/(2uo) ist der Druck des Gleichgewichtsfeldes) und die normierte Verscherung

a= (4.17)

s rda

= Gdr (4.18)

angegeben (sog— a-Diagramm). Ein solches— a-Diagramm ist in Fig. 4.4 gezeigt.

1.0 1.0 —
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= regime = regime N
Q \ 2
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2 2 2
@ 0.5 1 g 0.5 1
S o
o °
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© 1st stahjle regime ©
£ £ 1st stable regime
S 2
< 1
0.0 \ \ 0.0 T \
0.0 1.0 2.0 0.0 1.0 2.0
Normalized shear s Normalized shear s

Abbildung 4.4: Stabiliitsdiagramm von Ballooning-Moden bei kreisfiigen Flu3&ichen
(links) und ftir Flu3féichen, welche Elongation und Triangulati&ufweisen (rechts).

Im Fall kreistbrmiger FluRfichen &3t sich die stabile Region ('1st stability’uif'nicht zu
kleine s ndherungsweise durch= 0.6a beschreiben. Man erkennt, dafl3 es noch einen zwei-
ten Bereich der Stabibt gibt ('2nd stability’), in dem der Druck nicht durch Ballooning-
Instabilititen begrenzt ist. Das Auftreten dieses Gebietes kommt durch die in Kapitel 2
beschriebene Verschiebung der FlaBién zur Kompensation der Hoop-Force zustande
(Shafranov-Shift). Diese Verschiebung var&t das Poloidalfeld auf der Niedrigfeldseite und
schwacht es auf der Hochfeldseite. Dadurddthsich eine Feldlinie bei ihrem Umlauf um
den Torus mit steigendem Druck im Mittel immaeniger im Gebiet gristiger Ktimmung auf,

bis schliel3lich dieser stabilisierende Einfluifiefwiegt und jenseits eines bestimmten Druckes



60 KAPITEL 4. IDEALE MHD-STABILIT AT DES TOKAMAK

wiederum Stabiléit gegen Ballooning-Moden auftritt. Das Gebiet der zweiten Stabibt”
aber tir kreistbrmige Querschnitte nicht zagglich (linke Seite von Fig. 4.4).

Formt man dagegen den Plasmaquerschnitt durch Elongation und Triaregukoitélt sich

die Feldlinie auf einer Fludthe noch aulfiger im Bereich guter Kimmung auf. Schliel3-

lich kann ein Bereich auftreten, in dem man bei niedriger Verschesung zweite Stabi-
litatsgebiet vorstol3en kann (rechte Seite von Fig. 4.4). Daher erwartet man in Plasmen mit
nichtkreistirmigem Querschnitt eine avhte Stabiliit gegen druckgetriebene Moden. Dies
driickt sich experimentell in einenohéren erreichbaren Maximalwert v@raus. Auf dieses
sogenannt@-Limit soll im nachsten Abschnitt eingegangen werden.

4.3.3 DagB3-Limit

Mit den oben angegebenen Stakil#iKriterien kann eine Grenzerfdas in Tokamaks erreich-
baref3 angegeben werden. Dazu schreibt raais

4o Jg p(ryrdr _ Jgar?/g?dr /
a2B? R&2 a2R dr q2

wobei wir im ersten Schritt partiell integriert haben (weg¥f®) = 0 undp(a) = 0 verschwin-
det der Randterm) und die Definition vorverwendet haben. Im zweiten Schritt wurde dann
die oben angegebenaNérung fir den ersten Stabilitsbereichg = 0.6s verwendet.

Der Ausdruck (4.19) illustriert noch einmal die Rolle der Verscherung. Maaleatso fir
gegebeneB; undlp und damitg(a) maximales fur maximalen Abfall vorg, d.h. minimales
g(0). Dies wird erreicht durch Konzentration des Stromes auf der Achsg(@a- 1/(0)).
Zusatzlich zur Ballooning-Stabilét hat man jedoch auch die Stalatitjegen den internen
Kink zu beachten, d.lg(0) > 1. Ein fiir maximales3 optimiertes Stromprofil erzeugt daher
g(0) = 1. Weiterhin sollte der Druckabfall agjlichst weit auf3en erfolgen. Dies wird erreicht,
indemq Giber einen raglichst weiten Bereich des kleinen Radius konstant gehalten wird (hier
ist dann wegenlg/dr = 0 auchp’ = 0, d.h.p = p(0)). Wegen

B— 3dr (4.19)

rB  2m2py

" RBy 1ol(NR
bedeutet dies(r) ~ r?, d.h. j(r) = const= j(0). Aus q(0) = (2B)/(LRj(0)) erhalten wir
wegenq(0) = 1 fur die Stromdichtej(0) = (2Bt)/(UWR). Damit berechnet sich der Radius
rabf, an dem die Stromdichte vaif0) auf Null abgillt, wegenrr2, (j(0) =1, zu

Fabf = 4/ 2T, a 3@ (4.21)

Innerhalb diese Radius ist songjt= 1, auf3erhalb steigi nach GI. (4.20) wegeh(r) = I,
guadratisch an. In dieser Region geschieht der Druckabfall. DiealtarsSe sind in Fig. 4.5
dargestelit.

Berechnet man nup, so erfalt man

(4.20)
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J()

r=0 r=al/vq@) r=a

Abbildung 4.5: Optimierte Profile if maximale$.

a
B= 1.2@(\/% -1) (4.22)
Fur gq > 3 kann diese Funktion gut durch
Ip[MA]
0 — P
B[%)] 5'6a[m]B[T] (4.23)

angemhert werden. Diese Parameterabgigkeit wurde auch in realistischeren numerischen
Optimierungen gefunden. Allerdings ergibt sialr fealistischere Stromprofile, in dengn
kontinuierlich vom Zentrum weg ansteigt, im krasfiigen Fall der Vorfaktor 2.8 (sog.
Troyon-Limit). Allgemein kann man die in Tokamaks erreichfeWerte durch

__B
| /(aB)
('normalized beta’) ausdicken, wobei der Maximalwert vofy von der Geometrie und der

Stromprofilform abhngt. Die von der Theorie vorhergesagten Maximalwerte foverden
im Experiment besittigt.

Bn (4.24)
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Kapitel 5

Resistive MHD-Stabilitat

Bisher haben wir ideale MHD 8tiingen untersucht, bei denen die Bewegung des Plasmas
fluRerhaltend erfolgte. Im Gegensatz dazu kann untendsichtigung der Leitdhigkeit im
Ohm’schen Gesetz auch Fluld erzeugt oder vernichtet werden. Dadurch kann sich die Topo-
logie der FluRfichenstruktuafidern. Die resistive MHD erlaubt also eine neue Klasse von
Instabilititen, die in der idealen MHD nicht zagglich ist. Diesauf3ert sich auch in einer
verdnderten Gleichungif By:

—=D><(V1><L3>0—8]1) (5.1)

Im Gegensatz zu Gl. (3.40) kann jetzt ein gets Magnetfeld nicht nur durch Stnen senk-

recht zum Gleichgewichtsfeld erzeugt werden (wie z.B. beim Kink), sondern auch durch einen
Storstrom, der auf Grund der endlichen Laligkeit einE-Feld bedingt.

Die Zeitskala der resistiven MHIaRt sich wie folgt absa@tzen: Aus dem Amgreschen Ge-

setz folgt durch nochmalige Bildung der Rotation

— — - d = a§
Dx(DxB)zﬂ(D-B)—AB:poDXJ:uOcDsz—pocrE (5.2)
wobei wir zur Vereinfachung eine konstante Laltigkeit angenommen haben. Gl. (5.2) ist ei-
ne Diffusionsgleichungui'das Magnetfeld mit DiffusionskoeffizieBmag= 1/(Ho0). Daraus
konnen wir eine charakteristische Zeit erhalten, indem wir Diffusibareine charakteristi-

sche langelL betrachten:

TR = HooL? (5.3)

Der FluR im Plasmaaridert sich also auf der Zeitskata; auf kleineren Zeitskalen gilt
FluRBerhaltung und damit die ideale MHDuiFheif3e Plasmen istr viel langer als die
Alfv'enzeitskala: &hrendta fur B=2 T undn = 10°° m~3 fiir ein Wasserstoffplasma bei
a= 0.5 m nach GI. (1.46) bei.Qps liegt, erhalten wirdf T = 1 keV und unter Verwendung
der SpitzerleitihigkeitDmag~ 0.02 mé/s und somittg = 12.5 s. Damit scheint zwachst die

63
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Berticksichtigung resistiver Instabiitén nicht notwendig. Es gibt jedoch eine Klasse von re-
sistiven MHD-Instabilisiten, bei denen sich das Plasma im wesentlichen ideahfeam der
resonanten RBIche jedoch auf Grund der endlichen Laftijkeit Flul3 erzeugt oder vernichtet.
Solche Instabiliten sind in der idealen MHD nicht enthalten. Hier ist die resistive Zeitskala
durch die Breite der stromafirenden Schicht an der resonanteachE gegeben. Diese kann
z.B. 1 cm breit sein; dann ergibt sich = 5 ms. Auf dieser Zeitskaladtinen die sogenannten
Tearing-Modenwelche das resistive Analogon zum idealen internen Kink sind, anwachsen.
Oftmals findet man jedoch, dass resistive Instadi#iti' noch schneller anwachsen, als durch
diese Zeitskala bestimmt (in der Astrophysik ist dies sogar der Normalfall). Zuatrid 'sol-
cher Rekonnektionsaimomene muss man die detaillierten \dmgé in der Schicht betrachten.
Man findet, dass die Rekonnektionsrate deutliclobtiséin kann. Dies wollen wir im folgen-
den untersuchen.

5.1 Rekonnektion von Flussschichten

Zundchst betrachten wir eine Schicht, in der das Magnetfeld sein Vorzeichen wechselt, d.h. Be-
reiche mit entgegengesetzter Orientierung des Magnetfeldes nebeneinander liegen. In solchen
Bereichen kann die innere Energie durch Rekonnektion, d.h. Aufbrechen und Wiederverbin-
den von Feldlinien, abgesenkt werden. Die damit verbundene InsaabigtSst deshalb Tea-

ring Mode ("Zerreissen von Magnetfeldlinien’). Es entstehen sogenannte magnetische Inseln,
topologisch separate Bereiche entlangBler O Linie (ndheres zu den magnetischen Inseln in

Kap. 5.3). In diese strit das Plasma durch den sogenannten X-Punkt ein. Dieser Vorgang ist
schematisch in Fig. 5.1 dargestellt.

ky ky
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
= = —— =
= = =———nH ———— =
= Bo 0.6 = Bo+tBi=——"——~-—=—- W1 =06
= = ————
— —/\
> 0.8 @

1.2

AA| A

1.4

Abbildung 5.1: Rekonnektion von Flusschichten mit unterschiedlichem Vorzeichen des Ma-
gnetfelds (Tearing-Instabiét). Es bilden sich magnetische Inseln aus, in die das Plasma
durch den X-Punkt einfliesst.

Dabei nehmen wir an, dass das SystemRichtung die Ausdehnurghat und iny-Richtung
durch die Wellerdhge der Stfung (Wellenzahlvektdk = 211/A) charakterisiert sei. Das Ma-
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gnetfeld variiere in dieser einfachen Geometrie linear unBdie0 Linie, welche bek = Xs
liege:

X —Xg
L

Wir nehmen nun nun an, dass das Plasma durch eine externeRggait x-Richtung auf die

X = Xs Flache zu bewegt werde. Weit vagentfernt gilt die ideale MHD und die Magnetfeld-
linien bewegen sich mit dem Plasma. Diasdt sich auch wie folgt sehen: Nehmen wir an,
dass das Plasma vom Magnetfeld entkoppelmié, saahdert sictB nicht und im Ohmschen
Gesetz gilE = 0, sodass die Bewegung einen Strom hervorruft:

Bo = Boy (5.4)

j1z = 0vaxBoy (5.5)

Dieser Stromihrttiberj x B zu einer Ritkstellkraft

R = ova,Bj, (5.6)

In der idealen MHD ¢ — ) wird diese Rickstellkraft unendlich gross und eine Entkopp-
lung der Plamastimung vom Magnetfeld ist nicht agjlich. Dieses Resultat hatten wir auch
in Kapitel 1 erhalten (eingefrorener Fluss’). In deah& deB = 0 Linie (X = xg) gilt dieses
Argument jedoch nicht mehr, da nBt— 0 auch {ir grosseo bei Anréherung arxs die Ruck-
stellkraft unter die externe Kraftafit. In der resistiven Schicht entkoppelt also die Plasma-
strbmung vom Magnetfeld und biegt inRichtung um. Die Dicke dieser Schicht bestimmt
sich gerade daraus, dass ket x5+ 0 die externe Kraft gleich derdRkstellkraft ist

O\ 2
Fext = P = 0VixB3, (4 £8) = ovBly () (5.7)

Mit der Bewegung des Plasmas gegen die Kraft ist eine LeiduayF verbunden:

P— valxzovfxsgy@)z (5.8)
Diese Leistung &inen wir mit der Leistung gleichsetzen, die zur Beschleunigung des Plas-
mas in der Schicht aufgewendet werden muss. Diese Beschleunigung durch das Anwachsen
der Instabilitit mit Anwachsratg kommt vom Einfliessen des Plasmas in die neu enstehenden
Bereiche im Inneren der Insel und ist letztlich neben der Dissipation von Fluss das bestim-
mende Elementulf die Zeitskala, auf der die Instabditanwachst. Eif eine inkompressible
Stromung gilt

1
-v=0 — Sle+kv1y:O (5.9)

und wegendk < 1 (Schichtdicke viel kleiner als Welleatige der Instabilét) ist viy > vix.
Die Leistung, die zur Beschleunigung des Plasmas aufgewendet wird, ist daher



66 KAPITEL 5. RESISTIVE MHD-STABILITAT

2

YoV, = w% (5.10)

Gleichsetzen von (5.8) und (5.10) ergibt eine Gleichwrglié Schichtdicke:

B yp|_2 1/4
5= (m) (5.11)

Hier taucht aber noch die unbekannte Anwachsrate auf. Diese kann wie folgt mit dem Stabi-
litatsparameter der Tearing Modéverkniipft werden: Das Anwachsen der Instahilifiihrt

zu einerAnderung des Magnetfelds in der Schicht. Insbesondere bedeutet die Ausbildung von
Inseln auch das Entstehen eizd{omponente vorB; und mit dem Faradayschen Gesetz gilt:

K.
YB1x = KE1; = 5l (5.12)

Hier haben wir im Ohmschen Gesetz dér B Term vernachdssigt, da ja hier nach Voraus-
setzung das elektrische Feld von der resistiven Komponente dominiert wird (Abweichung von
der idealen MHD). Aus dem Ampereschen Gesassi sichiit eine dinne Schichfi, durch

den Sprung der Tangentialkomponente Bausdticken:

Bj, — By
Hoj1z = % (5.13)

wobei die Indicest und — die obere bzw. untere Schichtkante bezeichnen. Wir erhalten also

+ —_
- 1 k(By—By) 1 N (5.14)
Hood  Bix oo '

wobei wir im letzten Schritt den Stab#itSparameteh’ eingefihrt haben. Er entscheidaibér
die Stabilieit des Systems, da das Vorzeichen der Anwachsrate vom Vorzeichekl ben
stimmt wird. Wir kdnnen jetzt (5.14) in (5.11) einsetzen und erhalten eine Gleichumgjeé”
Schichtdicke

B A/pLZ

1/5
_ <7u002k283y ) (5.15)

Dieses Ergebnis kann noch durch Verwenden der typischen Zeitskatemool? undta =
L/va = L/(Boy/\/Hop) umgeschrieben werden:

NLTZ \1/5
5— L<(kL)2rg> (5.16)

Alternativ k6nnen wir nach der Anwachsrate asi¢n:
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y=T1 721, 7°(L)"/5 (kL)Y (5.17)

Das Anwachsen geschieht also auf einer Hybridzeitskala, welche zwischen Alfven- und re-
sistiver Zeitskala liegt. Wir haben hier den Fall einer resistiven Instabilititersucht, d.h.

eine beliebig kleinalssere Kraftudhrt zur Ausbildung von Inseln; Rekonnektion kann aber
auch in einem gegen die Tearing Mode stabilen System geschehen. DaBpdist= 0 und

wir haben es mit einem statiaren Stomungsmuster durch die resistive Schicht zu tun (sog.
Sweet-Parker Rekonnektion). Hier alt¥han ein etwas anderes Ergebnis, die Rekonnektions-
rate liegt beim geometrischen Mittel aus Alfven und resistiver Zeitskala.

Es bleibt aber zu bemerken, dass selbst diese Beschreibung oftmals noch zu unrealistisch lan-
gen Zeitskalen (bzw. unrealistischitien Schichten)ufirt. Dann spielen andere &mmene

wie z.B. ein erniedrigter Widerstand durch Plasmaturbulenz oder Instadilitwelche die
resistive Schicht aufweiten, eine Rolle. Rekonnektion ist daher noch immer ein aktueller For-
schungsgegenstand in der Hochtemperatur-Plasmaphysik.

5.2 Rekonnektion mit Rihrungsfeld

Wir befassen uns jetzt mit der Rekonnektion in magnetisch eingeschlossenen Fusionsplasmen.
Zundchst liegt hier eine andere Situation als in Fig. 5.1 vor, da es keine Bereiche gibt, in denen
das Magnetfeld sein Vorzeichen wechselt: die poloidale Komporiggtevelche denBoy in

Fig. 5.1 entspricht, achst von der Achse zum Rand kontinuierlich an. Die Verscherung des
Tokamakfeldes erzeugt aber trotzdem estliche Situation: Bewegt man sichnijgs einer
Feldlinie auf einer resonantendelie mit Sicherheitsfaktayes, SO entfernen sich beim Um-
laufen um den Torus die benachbarten Feldlinien wegen des unterschiedf@Ventes in po-
loidale Richtung. Hat man z.B. auf dge= 2 Flache 2 Umdiufe durchgefhirt, so dass sich die
Feldlinie gerade in sich schliesst, so hat eine benachbarte Feldlimedrgis (d.h.q=2—¢)

den poloidalen Winkel, bei dem man den Umlauf gestartet hatte, bereits raehdoida-

len Umlufen erreicht und ist nach 2 Uanlfen schon bei gsserem poloidalem Winkel uF”

r > ryes ISt g = 2+ € und die Feldlinie bleibt zwck. Es entsteht so relativ zur Feldlinie auf

der q=2 Féche eine poloidale Komponente, welche ihr Vorzeichen an der resonaatdeFl”
wechselt. Dieses auch aB bezeichnete Feld kann nun einer Tearing-Instatilifriterlie-

gen. Hier haben wir es mit einem zweidimensionalen Problem zu tun, da die Inatdéigs

des Rihrungsfelds konstante Phase hat. In dem im vorigen Abschnitt besprochenen Fall war
das nicht notwendigerweise der Fall, obwohl wir zur Vereinfachung Symmetziiohtung
angenommen hatten.

Da wir fur die Tearing-Moden erwarten, dal3 sich dier8tigen auf den resonanten Flul3-
flachen mit konstanter Phasaljs der Feldlinien ausbilden, bedeutet dies, dal3 aiteffréier
Storstrom|, langsB, flieRt. Der mit diesem Strom verbundene magnetische WiufRiul dann

als FluBintegral des gestén Magnetfelde’i durch eine Referen#the &ings des Gleichge-
wichtsmagnetfeldes an der resonanteachE definiert werden (sog. 'helikaler Fluf3’, siehe
Abb. 5.2). Daher transformiert man im Screw-Pinch das Zylinderkoordinatensystem in ein he-
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Abbildung 5.2: Definition des helikalen Koordinatensystems an einer resonantehé;|”
der helikale Flu3P* ergibt sich aus dem Integral v@iiber die gestrichelte &the.

likales Koordinatensystem mit konstanter Steigung der Helix (d.h. verschwindendem Shear):

& = & (5.18)

A 1 ~ 1,

& = €——§& (5.19)
1_,_(%%)2( Ro Qres >

A 1 . 1

e = €&+ —6 (5.20)
1+(%ﬁ)2( Ro Ores )

Die Steigung des helikalen Koordinatensystems ist also gleich der Feldliniensteigung an der re-
sonanten Flche; somitise, auf der resonanten&the genau parallel zum Gleichgewichtsma-
gnetfeld undg; senkrecht dazu. In diesem Koordinatensystem verschwindgiienponente

des Gleichgewichtsfelds an der resonantathé’

T 1
B = Bo- 8, = (Boo(r) — Boo(rres) —— ) ~ Boo(r) — Boo(rres) ——  (5.21)

1_’_(%%)2 res res

Fir den helikalen Gleichgewichtsflu; gilt

d%%
dr

Man beachte, da®*, analog zur Definition vot in Kapitel 2 ein Flul3 pro Einheitatige

(diesmal in helikaler Richtung) ist.

By = OWx & ~ Wy x &, — = —By, (5.22)
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In den letzten beiden Gleichungen haben wir davon Gebrauch gemacht, dafl3 das Gleichge-
wichtstoroidalfeld erheblich atker als das Gleichgewichtspoloidalfeld ist. Somit zeiggn ~
undé€; naherungsweise in die gleiche Richtung.

Aus (5.22) erlalt man unter Verwendung von (5.21)
q/

d?ws dBp,
— — Bno— 2
dr? lr=rees dr 09 q Irres (5.23)

Wegen (5.22) gilt an der resonantemétiedWj/dr = 0 undWg lafit sich in der ldhe vorres
durch eine Parabel aahérn. lf positive Verscherungy( > 0) ist diese nach oben gffriet
(Gl. (5.23)). Das Gleichgewichtsfel|; wechselt an der resonanteraélie sein Vorzeichen;
furr < resist es positiv, fif r > res Negativ. Dies er@lt man auch mit der GleichunglfB:]:
wir haben vonBg(r) ein linear anwachsendes Feld subtrahiert, im Fgllle 0 wachst aber
Bo(r) wegenqg ~ r /Bg(r) schwecher als linear. Die Gleichgewichts@en¥s undBy, sind in
Fig. 5.3 dargestellt.

* A ra
LP0
B
]
-
-
D
|-
r_res — > 0
—
—_—
e
% > r
r=r

Abbildung 5.3: Die helikalen GleichgewichtsgBenWg und Bou als Funktion des Radius
bzw. in der — 8 Ebene.

Wir wollen nun eine Gleichungif'den gesiiten helikalen Flu®] aufstellen. Dazu zerlegen
wir W1 wiederum in Zylinderkoordinaten nach Fourierkomponenten

mB—nZ-)

= Wi(ne™ " (5.24)

Wir berechnen jetzt] aulRerhalb der resonanten Schicht, in welcher der Flul3 durch den
Storstrom erzeugt wird. In diesem Bereich ist nach obigen Ausffigen die ideale MHD
gultig. Da die ideale Zeitskala vielkZer als die resistive ist, bestimmt die Physik in der resi-
stiven Schicht den Zeitverlauf und auf3erhalb duaafildas Plasma eine Sequenz von idealen
Gleichgewichten. Die Bedingungifeine ideale Verformung im Gleichgewicht ergibt sich
aus dem Energiefunktional dur@dwW = 0. Wir kdnnen also wiederum die Euler-Lagrange
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Gleichung aus dem Energiefunktional herleiten. Da wir stromgetriebene Moden untersuchen
wollen, benutzen wir die niedri§-Entwicklung Gl. (4.5) mit festem Rand, d.h. unter Ver-
nachBssigung des Obeathenterms. Variation ergibt analog zum Vorgehen bei der Herleitung
des Suydam-Kriteriums (Gl. (4.11))

r(ﬁ—l)(%—%)zz—%(ﬁ(%—%)z%) —0 (5.25)

fur die radiale Komponente des Verschiebungsveképrs§;).
Die Beziehung zwischef und W] erhalten wir aus (3.40) unter Verwendung der Fourierzer-
legung der SifgroBen und miBy, = im/r¥;

Bog 0E 0¢ [ . n
r = Toea_er + BOza—zr = F(m_ ng)Boeér — Wi=(1— ﬁq)BOGEr (5.26)
Einsetzen in Gl. (5.25) ergibt nach einigen Umformungen

Bog(1—q(r)n/m)
Diese Gleichung ist al$earing Mode Gleichunigekannt. Auch hier haben wir wiedey =~ &,
verwendet.

Die Tearing Mode Gleichung beschreibt das Gleichgewicht des Plasmas unter Verformung
durch den Siiflud W;. Die Besonderheit der resonanteéié wird durch die Singulaait”

der Gleichung i gy,., = m/n deutlich. InUbereinstimmung mit unserer Interpretation der
Tearing Mode als stromgetriebene Instahtlivird die Gleichung vom radialen Profil des To-
roidalstroms bestimmt. ¥ 'gegebenes Gleichgewichtsstromprofil ka#ndurch Integration

von (5.27) mit geeigneten Randbedingungen bestimmt werden {Z.@®) = W (rwai) =0
wenn sich beryg eine leitende Wand befindet).

Ein Beispiel fir solch eine bsung zeigt Fig. 5.4. Man sieht, dal} es trotz der Singalzdligt
Gleichung noglich ist, W] stetig zu véhlen. Allerdings ergibt sich an der resonanteacRE

ein Knick in W*, d.h.Bj (r) springt an der resonantendetie. Daher ha#*] = Loj; eine
Singularitit, was einem Echenstrom entspricht. Wir erhalten somit das Ergebnis, daf3 sich an
der resonanten B&the ein FAichenstrom ausbildet, welcher de@t3 erzeugt. Dieser flief3t
langs der Feldlinien und wird somit, bereinstimmung mit den obigen Ausfiungen, durch

die ideale MHD nicht korrekt beschrieben.

Wir konnen aus der Form des Knicks ein heuristisches Stasiititerium erhalten. Back-
sichtigung der endlichen Ledéhigkeit tihrt zur Stromdiffusion; diese wird zu einer Abrun-
dung vonW¥; in der Néhe der resonantendelie tihren (gestrichelte Linien im rechten Teil
von Fig. 5.4). Diesdhrt, je nach Ausbildung des Knickes, zu einem Anwachsen oder Zerfal-
len der Stfung. Fig. 5.4 entnimmt man, daR der entscheidende Parameter der Spru#tj von
an der resonanten&ghe ist. Somit ist

W 7
— =N 5.28
( Llﬁji )rres"'8 < Llﬁji >rres—8 ( )
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Abbildung 5.4: Die gesbite helikale FluBfunktiok;, mit der Tearing Mode Gleichungif”
das Stromprofi| ~ (1— (r /a)?)3 berechnet. An der resonantemélie ergibt sich ein Knick,
deruber die Stabilat entscheidet.

der bestimmende StabditSparameter. Unter Verwendung der Definition Whweist man
leicht nach, dass diese Definition vahidentisch mit der aus Glg. (5.14) ist. Analog zur dorti-
gen Ableitung ergibt sichui'A’ > 0 Instabili@t, flir A’ < 0 ist das System stabil. Eine genauere
Untersuchung zeigt, dai mit dem Energieflul3 (Poynting-Vektor) zwischen AuR3engebiet und
resistiver Schicht verkupft ist, somit fliel3t im instabilen Fall Energie in die resonanteReE.

In diesem Fall haben wir also die Stahlitder Tearing Mode mit Hilfe der idealen MHD
berechnet. Die Berechnung der Anwachsrate liefert das aus dem vorhergehenden Abschnitt
bekannte Resultat Glg. (5.17). Voraussetzumgdié dortige Ableitung war jedoch, dass die
Anderung der Flussithen nur innerhalb der resistiven Schicht geschieht. Dieses Kriterium ist
fur InselbreiteiW, welche die Schichtdick&iberschreiten, nicht mehr etft'und wir miissen

in Glg. (5.14)4 durchW ersetzen, woba&l mit Byy verkntipft ist. Es ergibt sich

1
— N 5.29
W= (5.29)
Bei grosser Inselbreite gesachieht daher das Anwachsen auf der lokalen resistiven Zeitskala
und die Beschleunigung des Plasmas in der Schicht ist nicht mehr wichtig. Dies ist in Fusi-
onsplasmen praktisch immer der Fall, daA. sehr klein (z.B. von der Gssenordnung des
lonenlarmorradius) ist. Eine genauere Diskussion findert sichaichstén Abschnitt.
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5.3 Magnetische Inseln in Tokamaks

Wir betrachten nun die nichtlineare Entwicklung der Tearing Mode. Dazu untersuchen wir
zurechst, wie sich die Topologie der Gleichgewichtsflagfién¥; durch Uberlagerung mit

dem Sorflul? Wi verdndert. Wir machen die Annahme, daf3 der gestFluRW; in radialer
Richtung nichuber die Inselbreite variiert. DiesealNérung ist in der Literatur als 'constaHt
approximation’ bekannt undif Tearing Moden mitn > 1 hinreichend gut edilt (furm=1

sind die Verkltnisse @nzlich anders und die Variation vé#; in der Insel ist entscheidend

fur die Dynamik). Dann erhalten wir mit der Gleichung des helikalen Flusses (uedef’
gesamten helikalen magnetischen Fluf3

1 z
W = Wi(rres) + EW*{)’(r —T'res)? + W} cos(mB — n%) (5.30)

Hier haben wir davon Gebrauch gemacht, d&3naherungsweise durch eine Parabel be-
schrieben werden kann, d.h. in der Taylorentwicklung verschwindet der lineare Term an der
resonanten Elche (siehe auch Fig. 5.3).

Die neuen Flu3dchen ergeben sich als Kontut®i = const Auflosen von Gl. (5.30) liefert:

Yy Ro
Diese Fichen sind in Fig. 5.5 in der— 8-Ebene &ir m= 2 und verschiedene Werte v
dargestelit.

Man erkennt, daf sich eine topologis&mderung ergibt: um die resonanteElie herum bil-
den sich neue, geschlossene Flaffién aus. Diese bilden einen vabrigen Plasma getrenn-
ten Bereich aus. Sie werden daher@lsgnetische Inselmezeichnet. Be® = 0 befindet sich
das Maximum vor¥7, d.h. hier fliel3t der $irstrom in die Richtung des Gleichgewichtsplas-
mastroms. An dieser Stelle befindet sich der X-Punkt der Insel. Im Minimum desti$iins
finden wir die maximale Ausdehnung der Insel, den sogenannten O-Punkt. Diesdtivigrh”
se geltendir den hier betrachteten Fall der nach obeafipeten ParabeWy, d.h. nach Gl.
(5.23) fiir positive Verscherung'. Fir negative Verscherung befindet sich der O-Punkt am
Maximum des Siistroms, der X-Punkt am Minimum. Die maximale radiale Ausdehnung der
geschlossenen FluBfihen der Insel wird als Inselbreit¢ bezeichnet.

Wir konnen eine einfache Beziehung fie BreiteW der so entstandenen Inseln herleiten.
Dazu betrachten wir die Gleichung der Inselseparatrix: am X-Pun@t=4s0 undr —res=0

und daher gilt

: —rres:\/ 2 (W~ W(1res) — Wi cOS(MB—n-2)) (5.31)

Weep= Wo(rres) + W1 (5.32)

Im O-Punkt istmB@ = 1t Die halbe Inselbreite ist gerade die radiale Position der Inselseparatrix
am O-Punkt und somit gilt

wsep: Wo(rres) + él'p g(?) —¥; (5.33)
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Abbildung 5.5: Die helikale Fluf3funktiotV* in derr — 8-Ebene &ir m= 2. Es bilden sich
zwei magnetische Inseln der Breitkaus.

Gleichsetzen von (5.32) und (5.33) ergibt tlie Inselbreite

LIJ*
W=4,/—1 (5.34)
V@

Die Inselbreite ist also proportional zumo#tii3 und nach Glg. 5.23 umgekehrt proportional

zur Verscherung des Gleichgewichtsfelds an der resonaraehél”

Mit den oben hergeleiteten Beziehungen kann nun die Gleichurdgs nichtlineare Wachs-

tum der Tearing Mode aufgestellt werden. Dazu betrachten wir die resistive Erzeugeung des
helikalen SorflussesW;. Die zeitliche Veanderung des Flusses ergibt gerade die Umfangs-
spannung in helikale Richtung, d.h. in Richtung der Feldlinien auf der resonamsteme-Da

W* der Flul3 pro Einheitslrige in helikaler Richtung war, ergibt sich direkt das elektrische Feld

in helikaler Richtung

oW 1, .
6t1 =By =jn—(VxB) (5.35)

In der resistiven Schicht wollen wir wieder annehmen, dassideB-Term unbedeutend ist
und W3 andert sich nur durch Qtmie Eings der Feldlinien. Wirdrinen analog zu Glg. (5.13)
eine Absclatzung fir j, bekommen, indem wir beachten, daR Aiederung des Magnetfelds
Uber die resonante &he hinweg gerade gleich dem Strom in der Insel ist:
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1

Hojn = V_V( 1u(Fres—W/2) — By, (rres +W/2))
= Viv(w*’l(rreerW/z) — W (rres—W/2)) = %A’(W) (5.36)

wobei wir A’ (W) analog zur Definition vo\' im linearen Fall nach Gl. (5.28), diesmal aber
fur endliche Inselbreite, eingdfiit haben. Damit ergibt sich aus Gl (5.35)

oW 19,

=— =AW
ot Moo W (W)
SchlieB3lich kann mit Gl. (5.34%7 durchW ausgeduckt werden und wir erhalten mit der
Definition der resistiven Zeitskala nach Gl. (5.3) an der resonanteh€&l”

(5.37)

dw
TR e (W) (5.38)
Mres dt
Man beachte, dass diese Gleichaogivalent zu Glg. (5.29) ist. Eine genaue Berechnung von

jn unter Beticksichtigung der vollen Geometrie der Insel ergibt einen anderen Zahlenfaktor:

W
RAW g dor e (W) (5.39)
Diese Gleichung ist als Rutherfordgleichung bekannt. Das nichtlineare Sttsliterium
ergibt sich hieraus durch Betrachten der zeitlicherderung vonW: Fur positivesdW/dt

wachst die Insel an, daher ist

N(W) <0 (5.40)

das nichtlineare Kriteriumuf'Stabili&it gegen Tearing Moden.

Allgemein stehen auf der rechten Seite der Rutherfordgleichung alleaBeitim helikalen
Storstrom,uber die Insel gemittelt. Diesekinen auch noch anderer Natur sein, z.B. durch Ab-
flachung von Druckgradienterbér die Insel (Neoklassische Tearing Mode, NTM) oder durch
extern getriebene helikale 8tne. Dann treten auf der rechten Seite weitere Terme hinzu.

Das Anwachsen der Insel im instabilen Fall wird durch die addigkeitA’(W) bestimmt.

Eine Sittigung des Inselwachstums und somit eine statienrisel kann nur auftreten, wenn
durch das Anwachsen der Ing&(W) kleiner wird und schlieBlich verschwindet. Dies kann
z.B. durch eine lokale Abflachung des Gradienten der Gleichgewichtsstromdichte durch die
Insel geschehen. Oft findet man dann eine Situation, aleningsweise durch

N (W) = 2/ (0) (1 - V\\Zat> (5.41)

ausgednckt werden kann. Es ergibt sich Anwachsen bis zuagegeén Inselbreit&\s, nach
dem Gesetz
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reesd(0)
W(t) _Wsat[l exp( e )} (5.42)
Die typische Zeitkonstante ist als@Wsai/ (1% (0)), d.h. von der GsRenordnung der resi-
stiven Zeitskala und umgekehrt proportional £0). Im statioraren Fall istA’'(Wsz) = O,

d.h. es flief3t kein Echenstrom mehr. Die Inselstruktur valthsich dann in gewisser Weise
wie ein 'Stellarator im Tokamak’. Im folgenden wollen wir uns nun mit den Auswirkungen
magnetischer Inseln auf Tokamakentladungen tedtigen.

5.4 Experimentelle Beispiele

Die Hauptbedeutung magnetischer Inseln in Fusionsplasmen liegt darin, dal? sie unterschied-
liche radiale Bereicheakigs Feldlinien miteinander verbinden und so zu einem Kurzschluf3
der radialen Viiimeisolationdihren. Daher erscheinen magnetische Inseln als flache Bereiche
im Druckprofil und reduzieren die in einer Entladung gespeicherte Energie. Im topologischen
Sonderfall der (1,1) Mode kann Rekonnektion auch zu einem sehr schnellen Auswurf des zen-
tralen Plasmasufiren. Wenn mehrere Inseln unterschiedlicher Heliztiftreten, kann dies
durch nichtlineare Kopplung zum Verlust derawtieisolationuber grol3e Teile des Radius

und somit,uber die stark verringerte Ledhiigkeit, zum Verlust der Entladungtifen. Diese
Phédnomene sollen im folgenden beschrieben werden.

5.4.1 Sgeahne

Wir hatten in Kap. 4 bereits die ideale interne Kinkinstadtiitiit den Modenzahlen (1,1) ken-
nengelernt. Unter Einbeziehung der endlichen laifkeit des Plasmas ergibt sich hier ein
neues Bild: bei der radialen Verschiebung des heil3en Plasmakerns entsteht ein Strom auf der
g= 1 Flache, der die FluRerhaltung der idealen MHD ghvigistet. Dieser zeaflt jedoch auf

der resistiven Zeitskala. Nach obigen Auisflingen bedingt dies das Wachstum einer magneti-
schen Insel. Auf Grund der besonderen Topologie der (1,1) Mode kann die Insel nun als kalter
Bereich in das heil3e Zentrum hineinwachseaherd das heil3e Plasma aus dem Zentrum
ausgeworfen wird. Die Veditnisse sind in Fig. 5.6 dargestellt.

Eine detaillierte theoretische Betrachtung ergibt, dal3 dieser Prozel3 sehr schnell ablaufen kann,
da neben den resistiven Effekten auch digghéit eine Rolle spielt; die Anwachsrate ist daher

ein Hybrid aus resistiver und Alérizeitskala.

Im Experimentaul3ert sich diese Instabditals pbtzlicher Zusammenbruch der zentralen
Dichte und Temperatur. Dieser geschieht selbst in heiRen Plasmen oft auf Zeitskhalas.

Mit der Rekonnektion deq = 1 Flache wird auch der Grundif'die ideale Kink-Instabildt
beseitigt: Aus Fig. 5.6 wird deutlich, dal? die ehemalige 1 Flache jetzt das Zentrum des
Plasmas geworden i%&l zeigtuberall in die gleiche Richtung), daher gilbérallq > 1. Das

Plasma ist nun solange stabil, bis sich durch das Zuspitzen des Stromprofils im Zentrum wie-
derum eine Situation mi(0) < 1 einstellt. Dieses Zuspitzen hat seine Usache darin, daf® im
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(b) (c)

Abbildung 5.6: Entwicklung des (1,1) internen Kinks mit endlicher Lattigkeit: es bildet
sich einen= 1 Inselstruktur, die den heil3en Kern nach aul3en eggh: Gezeigt iﬂ(’gu; das
helikale Feld wechselt an der resonantesicRE sein Vorzeichen.

ZentrumTe und damit auclo maximal ist. Es geschieht auf der resistiven Zeitskala innerhalb
derq = 1 Flache, die im Bereich einiger 10 ms bis zu einigen 100 ms liegt. Daher sieht man
im Experiment ein langsames Ansteigen der ZentraltempefatO), bis der resistive interne

Kink instabil wird und der schnelle Ausurf von Flu3 und Plasma aus dem Zentrum erfolgt.
DieserauRert sich in einem raschen Abfall vig(0). Auf Grund der charakteristischen Si-
gnalform hat man der Instab#it den Namen '&jezahninstabilitt’ gegeben. Ein Beispiel ist

in Fig. 5.7 gezeigt.

Aul3erhalb deg = 1 Flache ist der Verlauf voiie invertiert: hier fihrt der beim 8gezahnab-
bruch auftretende nach aul3en laufendarivépuls zu einer transienten Bring vonTe.

Die SAgezahninstabdtwird in den meisten Tokamakentladungen beobachtet, sie begrenzt den
Wert des Sicherheitsfaktors im Zentrum auf Werte nahe eins und stabilisiert damit das Strom-
profil. Weiterhin zeigt sich, dal? diese Instalaititu einer effektiven Kontrolle des zentralen
Teilcheninhaltsdihrt. Daher ist die &jezahninstabikif im Experiment nicht unemwischt, es

wird fur kiinftige Tokamakexperimente aber eine Kontrolle dagegahnverhaltens (Repetiti-
onsfrequenz, Amplitude des Abbruchs) angestrebt.

5.4.2 Stromabbrtiche (Disruptionen)

Eine weitere in Tokamaks beobachtete Instadtiigt die sogenannte Stromabbruchinstedilit”
(Disruption). Diese tritt hufig in Entladungen auf, in denen die Plasmadichte kontinuierlich
gestigert wird. Die Pariomenologie einer solchen Disruption ist in Fig. 5.8 dargestellt:

Man erkennt das kontinuierliche Ansteigen der Dichte, hervorgerufen durch stetiges Gasbla-
sen. Zusammen mit der Dichte steigt auch die vom Plasma abgestrahlte Leistung an. Bei
t = 2.65 s beobachtet mangqiklich das Anwachsen einerdsting des Magnetfelds (Signal
'MHD mode activity’, dargestelltisBg, gemessen mit einer Spule an der Innenwand des Vaku-
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Abbildung 5.7: Zeitliche Entwicklung der Plasmatemperatur bei dag&ahninstabibt
innerhalb (untere Spuren) und aulBerhalb (obere Spuren)-dérFlache.

umgetiRes. Eine genauere Analyse ergibt meistens, daf3 die (2,1) Tearing Mode eine dominan-
te Rolle bei der Disruption spielt. Bei Erreichen einer kritischen Amplitude deugg verliert
plotzlich das Plasma seine radialevfieisolation und es erfolgt ein Auswurf eines Grol3teils

der gespeicherten Energie. Daad3ert sich im schnellen Abfall der Dichte bet 2.7 s. Diese

Phase spielt sich sehr schnell, d.h. auf einer Zeitskala von einigepsl@b (sog. 'Energy
Quench’), sodal’ Details in Fig. 5.8 nicht zu erkennen sind. Das verbleibende Plasma hat auf
Grund seiner niedrigen Temperatur einen starloktéri Widerstandafiit die Temperatur z.B.

von Te = 1 keV aufTe = 10 eV ab, so emfit sich der Widerstand um den Fakt‘f)g:r)’/2 =

1000. Dies bedeutet in der Praxis, dafl3 der Plasmastrom vom Transformator nicht mehr auf-
recht erhalten werden kann und der Strom aliirBiuf der resistiven Zeitskala (sog. 'Current
Quench’). Wegen der geringen Temperatur égtrdiese jetzt nur noctg = 10 ms an Stelle

der oben angebenen 10 e =1 keV. Im Experiment findet man oft zwei Phasen des Energy
Quench. Nicht jeder Energy Quench zieht einen Current Quench nach sich; wenn der Energy
Quench das Plasma nicht auf zu niedrige Temperaturenhdthkann der Transformator den
Plasmastrom aierungsweise konstant halten und durch diektd Ohm’sche Heizleistung
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Abbildung 5.8: Stromabbruchinstabibt (Disruption) im Tokamak.

den Energieverlust ausgleichen (sog. 'Minor Disruption’).

Wir wollen nun den physikalischen Mechanismus der Disruption untersuchen. Bei der oben
beschriebenen Entladung wird auf Grund der Zufuhr des Wasserstoffgases durch Ventile im
Vakuumgeél3 der Randbereich des Plasmasrproportional abgekilt, was zu einer Zuspit-

zung des Stromprofilsufirt. Nach Glg. (5.27) treibt der Stromgradient an det 2-Flache

dann die (2,1) Tearing Mode. Dergifliche Verlust der Viimeisolation beim Energy Quench
lafdt sich jedoch nicht durch die (2,1) Mode allein arkli. Hier besteht zur Zeit die Auffas-
sung, daf3 dies durch Kopplung mit anderen Tearing Moden geschieht, was zu efipietmih
Stochastisierung des Magnetfelds und dadurch zum Verlust dem@iSolationdhren kann.

Das Auftreten der (2,1) Mode begrenzt somit die maximal erreichbare Plasmadichte (sog.
Dichtelimit).

Ein experimentelles Beispiel dazu ist in Fig. 5.9 gezeigt. Man erkennt, dal3 mindesten zwei
Inseln im Temperaturprofil vorhanden sind, d.h. neben der (2,1) Mode tritt auch eine (3,1)
Mode auf. Zum Zeitpunkt A verliert das Plasma seinarfiéisolation an dey = 2-Flache.

Es breitet sich eine \Wfmewelle nach aul3en aus, die kurzzeitig ander3-Flache aufgestaut

wird, bevor auch hier die \Wfmeisolation verloren geht und der Energiepuls zum Plasmarand
durchbricht.

Obwohl dieses einfache Bild die Grundg der Disruption zutreffend beschreibt, sind die
Einzelheiten des Prozesses, wie z.B. der Einsatz der Stochastisierung, noch immer Gegen-
stand aktueller Forschung. Disruptionen stellen in grof3en Tokamaks eine ernsthafte Gefahr
fur die Maschine dar: einerseits wird die gesamte im Plasma gespeicherte kinetische Energie
in wenigen 10Qus auf der umgebenden Wand deponiert, andererseits wird auch die im Plasma
gespeicherte magnetische Energie des Poloidalfelds frei. Diese wird z. Brmé\dissipiert,

z.T. kann sie aber aualbér Induktion auf das Vakuumgsiiibertragen werden. Die dadurch
entstehenden Simie konnen im Zusammenwirken mit den externen Magnetfeldern zu beacht-
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Abbildung 5.9: Zeitliche Entwicklung magnetischer Inseln beim Energy Quench. Gezeigt
sind Konturen vofe.

lichen Kréften auf die mechanische Struktur des Tokamaksdi. Dies gilt vor allemuf im
Querschnitt elongierte Tokamakplasmen, bei derarfig auch die Kontrolle der (instabilen)
Plasmalage verloren geht, was zu azfichen GedRstomen auf Grund der vertikalen Be-
wegung fihrt. Daher ist die Vermeidung oder auch Milderung von Disruptionen ein aktuelles
Thema der Tokamakphysik.

5.4.3 Resistiveg-Limit

Bisher haben wir die Tearing Mode als stromgetriebene Instabliétrachtet. Es gibt jedoch
einen Effekt, der dazwifirt, daf3 im Tokamak auch druckgetriebene Tearing Moden auftreten.
Dies liegt daran, dal’ ein Druckgradient im toroidalen Plasma zu einem toroidalen 8tnam f~

Die neoklassische Transporttheorie zeigt, daf’ dieser sogenannte 'Bootstrap-Strom’ durch den
mit dem Druckgradienten verbundenen Gradienten in der Anzahl der im toroidalen Spiegel des
Magnetfelds gefangenen Teilchen erzeugt wird. Er ist daher proportion&bzNimmt man

an, dafld man eine Insel an einer rationaleatk€ mit hohem Druckgradienten erzeugt, so wird
sich im Inneren der Insél p abflachen und somit der Bootstrap-Strom sinken. Man erzeugt so
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einen helikalen Defektstrom im O-Punkt der Insel. Nach den oben ahgefiUberlegungen
bedeutet dies, dal3, positive Verscherung des Magnetfelds vorausgesetzt, die Ine@evergr”
wird. Dies tihrt wiederum zu einer weiteren Abflachung des Druckgradienten in der Insel und
damit zu weiterem Anwachsen der Insel. Das Plasma ist also instabil gegen eine Tearing In-
stabilitit, sobald eine Insel vorhanden ist, die zur ersten Abflachumg fSog. 'Seed Island’).
Diese kann z.B. durch eine Mode auf einer benachbartehElinduziert werden, etwa beim
Sdgezahnabbruch. Auf Grund der entscheidenden Rolle des Bootstrap-Stroms wird diese In-
stabil@ét dieneoklassische Tearing Modenannt.

Das Auftreten neoklassischer Tearing Moden limitiert wegen derafglgkeit vom Druck-
gradienten hufig den maximal mglichen Plasmadruck. Dieses resisfdseimit tritt i.A. bei
niedrigeren Werten auf, als diese vom Troyon-Limit der idealen MHD vorhergesagt werden
und ist daher in der Praxis eine wichtige Operationsgremz&dkamaks. Ein Beispielf'das
resistivep-Limit durch neoklassische Tearing Moden ist in Fig. 5.10 gezeigt. Hier tritt eine
gekoppelte Struktur aus (3,2) und (2,2) Mode auf, dietbei2.1 s zum Absinken des des
Energieinhaltesufirt.
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Abbildung 5.10: Resistive$3-Limit: Trotz Erhdhen der Heizleistun@l3t sich der Energi-
einhalt des Plasmas nicht mehr steigern (links). Vierantwortlich ist eine gekoppelte Struktur
von (3,2) und (2,2) Inseln (rechts).

Eine Abhilfe gegen das Auftreten der neoklassischen Tearing Moden stellt das lokale Trei-
ben von Strom in der Insel, z.B. durch Einstrahlen von Mikrowellen bei der Elektron-
Zyklotronresonanz dar. Dieser extern getrieben Strom kann den Verlust des Bootstrap-Stroms
kompensieren und so die neoklassische Insel uniekeri.

Neoklassische Moderokinen im Prinzip durch Betrieb mit negativer Verscherung vermieden
werden, da dann die Absenkung des Bootstrap-Stromes in der Insel die dfiselgarkleinert
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und somit sogar stabilisierend wirkt. Ein solclee®rofile kann prinipiell durch ein Strom-

profil, welches sein Maximum nicht im Zentrum hat, erreicht werden. Allerdings ist es auf
Grund natiflichen Tendenz zur Zuspitzung der Stromprofile im Tokamak, die ihren Grund in
der maximalen Leitihigkeit im Zentrum hat, schwierig, solche Stromprofile aufrecht zu er-
halten. Solche Untersuchungen (sog. 'Advanced Tokamaks’) werden zur Zeit erst begonnen,;
die weitere Entwicklung muf3 zeigen, ob dies ein gangbarer Weg ist.
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