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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Teil der Vorlesung wird eine Eirifrung in die Grundlagen der Plasmaphysik gege-
ben. Dabei werden generelle Eigenschaften von Plasmersohtedlichster Herkunft gege-
ben. Die Anwendung dieser Grundlagen auf Plasmen aus dencBeler Fusionsforschung
bleibt dem zweiten Teil der Vorlesung vorbehalten.

1.1 Erzeugung von Plasmen: Ein einfaches Experiment

Eines der einfachsten Experimente zur Erzeugung einemBfasn Labor ist die Gasentla-
dung. Den prinzipiellen Aufbau eines solchen Experimen¢ggt. Fig. 1.1: Eine Vakuundhre
(z.B. Glaszylinder) wird evakuiert. Dabei liegt zwischemdenden der Bhre eine Spannung
U im Bereich einiger 100 V an. Mit Absinken des Gasdruckes belaiea man pdtzlich eine
Leuchterscheinung; gleichzeitig flie3t in debliRe ein Strom; das Gas ist Igitfig geworden.
Es bildet sich einé&asentladungus.

Wir wollen das Zustandekommen der Gasentladuitien untersuchen: Offensichtlich entste-
hen im unter Normaldruck elektrisch neutralen Gas unterbeles bestimmten Druckes freie
Ladungstager, die den Strom in derdRre tragen. Das neutrale Gas ist, zumindest teilweise,
in denPlasmaustandibergegangen, d.h. Elektronen und lonen liegen getremningtragen

so den Strom der Entladung.

Wir gehen zuAchst davon aus, dafd im neutralen Gas spontan (z.B. durcXSgdtanten der
Hintergrundstrahlung) ein einzelnes Atom in lon und Elektaufgespalten wird. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir an, daf3 dieser Prozel3 an der #@ttattfindet. Die Srke des
zwischen Anode und Kathode mefl3baren Strongasyhdann davon ab, wieviele weitere La-
dungstéager das Elektron auf dem Weg von der Kathode zur Anode etrz8agn die Wahr-
scheinlichkeit pro Bngeneinheit, daf? ein Elektron durch die im Feld gewonnémetikche
Energie beim Stof3 mit einem neutralen Atom zur lonisatiossdlben dihrt (in der Litera-
tur wird a als erster Townsendkoeffiziebezeichnet, dexweite Townsendkoeffiziender die
lonisation durch Stol3 eines lons mit einem Neutralen bedatrist normalerweise zu ver-
nachhissigen). Dann erhalten wir eine Differentialgleichuiigdie ZahIN der entstandenen
Elektronen
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Abbildung 1.1: Schema einer Gasentlasuriifsie

dN_ 0N - N(d) = Noe?, (1.1)
dx
wobeiNg die Anzahl der extern erzeugten Elektronen driie Lange der Entladung$inre ist.
Furad > 1istN > Np, d.h. ein einzelnes extern erzeugtes Elektron erzeugh &trempuls
von vielen Elementarladungen pro Zeiteinheit (Laduréggfawing. Dieser Effekt wird in
Gasahlrohrerzum Nachweis ionisierender Strahlung verwendet.

Offensichtlich tritt unterhalb eines gewissen Gasdrucdke statiorre Entladung ein; es wer-
den kontinuierlich weitere Elektronen erzeugt. Dies gesahzurachst durch den Stol3 der
erzeugten lonen mit dem Kathodenmaterial. Die Zahl derugtes Elektronen pro lon ist
durchy, dendritten Townsendkoeffizier{Materialkonstante), gegeben. Typische Werte sind
y=0.01-0.1. Eine selbstndige Entladung tritt ein, wenn ein Elektron auf dem WegAau

ode mindestens ein weiteres Elektrarmé¢r den Stol3 der erzeugten lonen mit der Kathode)
erzeugt. DieZiindbedingundautet somit

yed-1)>1 (1.2)

(man beachte dass das an der Kathode erzeugte erste lonBrengie im Feld aufnimmt
und deshalb kein Elektron aigsl). Diese Bedingungalit sich in eine Bedingung an den
Gasdruck und die &nge der Entladungsinre umformulieren. Wir beitigen dazu die Pa-
rameterab&ingigkeit vona: Die Zahl der ionisierenden &Re ist proportional zur Dichte
und damit (bei Aherungsweise konstanter Gastemperatur) zum Dpuskwie zur Wahr-
scheinlichkeit @r einen lonisationssto3.UF einen solchen Stol3 bétigt das Elektron die
kinetische Energi@EAion = Eijon (E = U /d = elektrische Feldérke, Ejo, = lonisationsener-
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gie), d.h. eine Beschleunigungsstrecke Vo4 Es zeigt sich, dal’ in einem Gas die freie
WeglangeAinel = 1/naoinel flr andere inelastische e (Dissoziation von Moléken, An-
regung der Atome) weitaus geringer ist = Wirkungsquerschnittifr inelastische Streu-
ung, n = Gas(Neutral)dichte). Die in der Gasentladung beobaghtetichterscheinung ent-
spricht gerade der Linienstrahlung solcher Atome, die hi&lektronenstold angeregt wurden.
Analog zur Abschwichung eines Teststrahls in einem Medium duxafilnur der Bruchteil
exf—Aion/Ainel) die Strecke\jon ohne Energieverlust. Damit finden wiirfden ersten Town-
sendkoeffizient

o= Clpe—)\ion/)\inel — Clpe_CZP/E. (13)

Wir konnen diesen Zusammenhang in digndbedingung (1.2) einsetzen und erhalten (mit
Uzuend= Ed und unter Beicksichtigung vory <« 1)

c2pd
In(c1pd) —Inin

(1.4)

Uzuend:

Diese Bedingung liefert dietthdkurve als Funktion des Parametpds Diese alsPaschenkur-
ve bekannte Funktion ist in Fig. 1.2 dargestellt.

breakdown

~J0V 4+

I

1
~4 mbar mm pd

Abbildung 1.2: Zindspannung einer Glimmentladung in Amgigkeit vonpd fir Luft
(Paschenkurve)

Der absolute Wert derithdspannungdmgt von der Gasart abiff Luft ergibt sich ein Mini-

mum bei 0.4 Pa m. i grol3espd steigtU fast linear an; diese Aldmgigkeit kommt von der
E/p Abhangigkeit vorn, d.h. die kleinere freie Weghge eines Elektrons bebherem Druck
muf3 durch ein sirkeres elektrisches Feld kompensiert werdém.Kieinespd erfolgen kaum
noch ionisierende R8¢, da die freie Weghge grol3 gegen diedRrenknge ist (Elektronen
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kdnnen von der Kathode zur Anode laufen, ohne einen Stol3 ilszn. Im Minimum der
Paschenkurve sind freie Wéglge und Rhrenbnge @herungsweise gleich.

Die hier dargestellte Gasentladung bezeichnet maGktsmentladungbei niedrigerem Gas-
druck ervarmt sich das Kathodenmaterial, und die Elektronenenmissiod haupt&chlich
durch Glihemission verursacht (die thermische Energie der Elektrales Kathodenmateri-
als erniedrigt die Austrittsarbeit, so daf? das elektrisédld dem Kathodenmaterial Elektronen
entreif3t); man spricht dann von einBogenentladungein bekanntes Beispiel ist der Kohle-
bogen.

1.2 Vorlaufige Definition und Eigenschaften

Nach dem obigen Experiment definieren wir ein Plasma alsaiisiertes Gas. Wegen der
groRBen Reichweite der Coulomliite zwischen geladenen Teilchen (—2? gegeriiberr—’
fur die Van-der-Waals Kafte zwischen neutralen Atomen) vattisich auch ein teilionisier-
tes Gas oft wie ein Plasma. Auf eine genauere Definition komwie im nachsten Kapitel
zurick. Kennzeichnendif den Plasmazustand ist die durch die grol3e Anzahl vomfieae
dungstégern bestimmte Led#higkeit. Ein Plasma kann daher durch elektromagnetisehe F
der beeinflul3t werden.

Oft bezeichnet man den Plasmazustand auch alsvigten Aggregatzustander Materie;

diese Bezeichnung bezieht sich auf die Sequenz, die ein Mdlabei steigender Temperatur
durchkuft:

e Festlorper: Die Atome sitzen auf regelissig angeordneten Gitteagten, die thermi-
sche Energi@ul3ert sich in kollektiven Gitterschwingungen (Phononen)

e Flussigkeit: Die Atome (Molelile) sind frei beweglich, aber noch in Wechselwirkung
e Gas: Die neutralen Atome (Moléle) sind weitgehend frei beweglich

e Plasma: Die neutralen Atome (Moligle) sind in lonen und Elektronen zerfallen. Die
thermische Energie ist jetzt mindestens von deilf@nordnung der lonisationsenergie
(z.B. 13.6 eV beim Wasserstoff). Man gibt daher in der Plasgipsig die Temperatur
grundsatzlich in Energieeinheiten an, d.h. 1 ev/11 600 K.

Allerdings liegt beimUbergang vom Gas zum Plasma kein Phiébengang im thermody-
namischen Sinne vor. Wie wir afer sehen werden, kann diesé#isergang eher durch einen
kontinuierlichen Prozel3 beschrieben werd@mlich etwa der Dissoziation von Moliglen
bei Ervarmung eines Gases.

1.3 Vorkommen

Mehr als 99 % der Materie liegen im Plasmazustand vor. Diéséiaen Grund darin, daf3
samtliche Fixsterne und auch ein Grofteil der intergalakes Materie Wasserstoffplasmen
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mit kleinen Zu&tzen (z.B. Helium) sind. Diese Aussage imsksichtigt nicht die ridgliche
Existenz massiver Neutrinos, die unseren heutigen Bealag$itnethoden verborgen bleiben.
Im folgenden wird einUberblick iiber das Vorkommen von Plasmen in der Astrophysik und
auf der Erde (Laborplasmen) gegeben.

1.3.1 Astrophysikalische Plasmen

Die ersten Untersuchungen hei3er Plasmen wurden an agsikalischen Objekten vorge-
nommen. Insbesondere bei der Adflking der Physik der Sternatmogpén konnte durch

Einsatz spektroskopischer Methoden ein erster Einblidas Verhalten der Materie im Plas-
mazustand gewonnen werden.

astrophysikalische Plasmen

]06 _ Magnetosphare
von Pulsaren
107 4 Sonne
— : r=0
> - sonnenwind Chromosphadre \
S 2l
10 - Korona Blitze r=08R
- 10 :
0—
10 interstellare
- Plasmen .. Photosphdre Weisse
5 -Ionosphore Lwerge
]O IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
5 20
10 10° 10 107 10® 100 10®

Ng (m'3)

Abbildung 1.3: n-T Diagramm astrophysikalischer Plasmen

Figur 1.3 zeigt einetuberblickilber die Variation von Dichta und Temperatuf in verschie-
denen kosmischen Objekten. Da es sich hagbisch um Wasserstoffplasmen handelt, gilt
hier in guter Natherungne = n; = n. Man beachte die weite Variation, vor allem der Dichte
(Uber 30 GolRenordnungen).

e Zwischen den Himmelskpern (ntergalaktischer, interstellarexnd interplanetarer
Raum) variiert die Dichteliber den groRRen Bereich von cal 6 10° m~3. Die Tempe-
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ratur dieser Plasmen variiert zwischeri-100 eV. gum VergleichVakuumapparaturen
auf der Erde erreichen bei Raumtemperatur (T = 1/40 eV) z.Bclaruon 10° Pa (At-
mosplarendruck 1B Pa), entsprechend Gasdichten vem = 104 m~3; die Gasdichte
der3Erdatmospikre liegt bei Raumtemperatur und Atmo&péndruck ben ~ 2.5 x 10?°
m—°.

Ganzlich andere Veditnisse ergeben siclif dasinnere der Sterneéso treten z.B. im
Inneren unserer Sonne€ 0 in Fig. 1.3) Temperaturen bis zu 1.5 keV auf. Die Dichte
ist mit 10°2 m—3 ca. 1000 mal tiher als im Festrper, der Druck erreicht somit nach
p = nkT den Wert von ca. % x 10'% Pa (und liegt um 11 @Renordnungeiiber dem
Atmospharendruck!). Unter diesen extremen Bedingungen laufenfigionsprozesse
(Verschmelzung von Wasserstoff zu Helium) ab, aus denefridsterne ihre Energie
beziehen.

Noch tbhere Werte (bis zu £6 m~2) nimmt die Dichte in den sogenanntereien
Zwergenan. Dies sind Sterne, die bereits ihren gesamten Wasdeostat verbrannt
haben und zu kompakten Objekten kontrahiert sind. In ihrenefen findet sich ein
Magnetfeld von bis zu 1000 T. Noctdhere Dichten (1# m—3) und Magnetfelder (1D

T) erreichen dieNeutronensterned.h. kollabierende Sterne oder weil3e Zwerge. Hier
liegt die Materie allerdings nicht mehr als Plasma vor, daeza alle Elektronen und
Protonen zu Neutronen verschmolzen sind (invesgerfall). Auf die Bedingung iir
den Kollaps weil3er Zwerge (Chandrasekhar-Grenze) werdebevider Behandlung
relativistischer, entarteter Plasmenizchkkommen.

Ein astrophysikalisches Plasma hoher Temperaturl (MeV) und niedriger Dichte
(~ 10'° m~3) bildet sich an der Obe#the eines Neutronensterns. Aufgrund des ho-
hen Gravitationspotentials in der Umgebung des Neutraaemsflie3t Materie aus der
Umgebung (auch von evtl. benachbarten Sternen) zum Neautstern hin. Bei dieser
materiellen Akkretion bildet sich das e@wnte hei3e Plasma in der Aul3enzone des Neu-
tronensterns. Die geladenen Teilchen flieRen entlang dgndtéeldes des Neutronen-
sterns und sirzen im Bereich der Pole mit nahezu Lichtgeschwindigkedas Innere.
Dabei senden sie relativistische Zyklotronstrahlung ¢Byotronstrahlung) aus.akt

die Rotationsachse des Neutronensterns nicht mit der Lagadgnetischen Dipolvek-
tors zusammen, so kann der Beobachter eine pulsierendekidsion sehen (Leucht-
feuereffekt). Man spricht daher bei diesen Gebilden auchRuwlsarenAufgrund der
schnellen Rotation der Neutronensterne kann die PulsfregueBereich 0.1 bis einige
Hz liegen. Da das Plasma an der Oligrd des Pulsares im wesentlichen vom Magnet-
feld des Neutronensterns beeinfluf3t wird, spricht man lharderMagnetospére

Fig. 1.3 zeigt auch den weiten Parameterbereich, der in dené&sowie ihrer Atmosyine
uberstrichen wird. Vom Sonneninneren fallen Dichte und geratur kontinuierlich bis zum
Rand, an dem sich die Photogpl befindet. Man hat es hier mit Temperatuiert 1 eV
und Dichtenne < 10?3 m—3 zu tun. Dies ist der Bereich, aus dem die fins sichtbare Strah-
lung der Sonne kommt; bd&i = 570K hat das (kontinuierliche) Spektrum ein Maximum
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im grinen Bereich. Hier treten sehr starke Dichtegradientenesugchlie3t sich nach au-
Ren hin die Chromosjine mit Temperaturen unter 4000 K an. Hier rekombiniert dasrRa
zum Teil in H und B. Darauf steigt die Temperatur mit weiterer Entfernung vamr&nzen-
trum wieder an, um in der Sonnenkorona ein Maximum von ca.eX0@nzunehmen. Dieser
Temperaturanstieg ist durch Schockwellen, die von der Soolverfache ausgehen und das
Koronaplasma aufheizen, gegeben. In diesem Gebiet spieit das Magnetfeld der Sonne
eine Rolle, PAnomene wie Protuberanzen zeigen deutliche Beeinflusssri§odenaplasmas
durch die Magnetfelder. Aul3erhalb von ca. 3 Sonnenrad®epnfe~ 696000 km) geht das
Koronaplasma kontinuierlich in den Sonnenwind, der aléchienstrom in das interplanetare
Plasma gelangtjber.

Beim Auftreffen des Sonnenwindes auf die Atmodphder Erde wird energetische Teilchen-
strahlung freigesetzt, welche die Erde al®Hénstrahlung’ erreicht. Geladene Teilchen wan-
dern dabei im Erdmagnetfeld auf die Pole zu und erzeugerhbemi Auftreffen auf die lo-
nosplare in etwa 100 km Bhe Leuchterscheinungen, die sogenanmMerdlichter Die lo-
nosplare selbst stellt einithnes Plasma dar, sie ist unter anderandfe Reflexion langwelli-
ger Radiowellen von Bedeutung.

Weitere Plasmaerscheinungen in der Erdatmasplstellen die Blitze dar; es handelt sich
hierbei um Gasentladungen bei hohem Druck (Funkenenttgdidyie uns umgebende At-
mosplare selbst ist ein neutrales Gasgemisch; Plasmen tretesealirde nur als linstlich
erzeugte Erscheinung auf. Mit dieskaborplasmenrverden wir uns nun besahigen.

1.3.2 Laborplasmen

Fig. 1.4 zeigt den Temperatur und Dichtebereich typisclarotplasmen. Im folgenden wer-
den wir kurz die unterschiedlichen Typen beschreiben.

Industrielle Anwendungen

In der Industrie kommen Plasmen bei den unterschiedlinb&stevendungen zum Einsatz, wir
ernahnen exemplarisch einige wenige Aspekte:

¢ In Gasentladungslampevird die oben beschriebene Gasentladung zur Lichterzeugun

verwendet. Wie bereits eétnt, sind Gase in Entladungfiren nur teilionisiert, viele
StRe fihren zur Anregung von Atomen; diese senden dann PhotorerDaudie in
einer Glimmentladung erzeugte Strahlung oftmals bis inldeBereich reicht, wird in
der Leuchtstoffbhreder Glaszylinder mit einem floureszierenden Material biestét,
das die UV-Photonen in sichtbares Licht konvertiert. Ohieseal Beschichtung ivde
eine Neondhre z.B. rotes Licht aussenden. Solche Lampen sind efégldig Glihlam-
pen, da die elektrische Energie pénin die Elektronen geht, welcharfdie Leuchter-
scheinung zuéindig sind. IlHochdrucklampewird eine Plasmaentladung optisch dick,
d.h. sie reabsorbiert Photonen, und somit kann sich theynaodisches Gleichgewicht
einstellen. Eine solche Lampe emittiert dann ein breiteskBpm. Solche Entladun-
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Labor-Plasmen
10é - Fusions
reaktor .. . ,
_ ‘ Tragheitsfusion
4
10+ magnetisch
eingeschlossene

Q 7 Fusionsplasmen
T 2
< 10 A
O Halbleiter-
— 1cirm ‘ plasmen

100 - entladungen

- Elekfronengos
2 en‘rlodunqen |n Metallen
10 ||||||||||||||||| ||||||||||
10 20 5
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Ng (m %

Abbildung 1.4: n-T Diagramm von Laborplasmen

gen sind technisch in kleinen Quabhren realisiert; die erreichten Leistungen reichen
typisch bis zu~ 500 W.

In der Schaltertechnikverden Plasmen dazu benutzt, kontrolliert gro3ér8& auzu-
schalten. Bei groRen Stmen ergibt sich bei ptzlicher Unterbrechung des Stromkreises
wegen der groRen gespeicherten induktiven En&gie1/2L12 eine hohe Spannung an
der Unterbrechungsstelle. Dort kann sich eine Bogenenigdusbilden. Die Kontrolle
dieses Bogens kann z.B. durch gezieltes Zusetzen von Gasé&hewerden.

In der Plasma-Prozel3technierden Plasmaentladungen dazu verwendet, gezielt Ober-
flachen auf- oder abzutragen. Dabei kann der Prozel3 sowosikphgch, d.h. durch
Stol3 mit energetischen Plasmateilchen, als auch chenmddehgdurch Reaktion mit
Komponenten des Plasmas, erfolgen. Beispiele sind die Bddahg von Oberéichen
oder die Profilgebung durch Plasatzen oder Materialauftragung (unter Verwendung
entsprechender Masken). Letzterer Prozeld hat vor allemusardmnehang mit der
Herstellung von Chips grol3e technische Bedeutung erlangiV@eeil der Plasmatech-
nologie liegt hier in der gezielten Steuerung der Oetenprozesse durch die Zusam-
mensetzung und die Parameter des Plasmas.
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Fusionsplasmen

Wie bereits oben erahnt, bildet die Kernfusion, vor allem die Verschmelzung Wasserst-
offisotopen zu Helium, die Grundlagerfdie Energiegewinnung der Sterne. Wie wir gesehen
haben, herrschen im Sonneninneren typisch sehr hohe Dicinié Temperaturen. Die Teil-
chen sind bei solch hohen Dichten durch die Gravitationesnoglossen. Auf der Erde ver-
sucht man seit ca. 1950, den Fusionsprozel zur Energiegengrzu nutzen. Dabei werden
im wesentlichen zwei unterschiedliche Konzepte verfolgt:

¢ BeiderTragheitsfusiomsollen kleine Wasserstoffpellets durch intensive Bestradnimit
Laserlicht oder Schwerionenstrahlen sehr schnell erthieztien. Das dabei ablatierte
Material komprimiert durch seineniigkstol3 das Zentrum des Pelleis; kurze Zeiten
(=~ ns) werden hohe Temperaturen (einige keV) und Dichten (IDfdche Festirper-
dichte) erreicht. Dabeidnnen Fusionsprozesse ablaufen.

e Bei der magnetischen Fusiowerden die Plasmateilchen durch Magnetfelder einge-
schlossen und durch unterschiedliche Methoden aufgelizabtei werden Temperatu-
ren vonilber 40 keV bei niedrigen Dichter:(10°° m~3) erreicht.

Beide Methoden haben bisher noch nicht zu einem industugiiharen Reaktor géhrt; die
Beschreibung der unterschiedlichen Konzepte und ihresétuitts in Richtung auf den Re-
aktor wird den Hauptteil des zweiten Teils der Vorlesungémi.

Festkorperplasmen

Die freibeweglichen Elektronen in Metallen und Halbleit&bnnen auch als Plasma aufgefal3t
werden. Einige der sper zu beschreibenden kollektiven Effekte, denen eimidamterliegt,
sind in der Tat aus der Festiperphysik bestens bekannt. Ein Beispiel ist die Abschignu
elektromagnetischer Strahlung durch das frei beweglidbktionengas; sie sorgt daf dald
Metalle im sichtbaren Spektralbereich reflektierend sivarauf werden wir im &chsten Ka-
pitel genauer eingehen.



14

KAPITEL 1. GRUNDLAGEN



Kapitel 2

Plasmacharakteristika

Im folgenden wollen wir die Plasmeraher einordnen und charakterisiereraikend wir im
vorhergehenden Kapitel vor allem nach dem Vorkommen ucttéden haben, werden wir
nun die physikalischen Grenzen besprechen, welche vedmme Plasmatypen voneinander
trennen. Danach werden wir auf besonders wichtige Plasanakteristika, die Quasineutra-
litat und damit verbundene Effekte sowie das Plasmapotenigeieen.

2.1 Zustandsgrenzen

Fig. 2.1 zeigt verschiedene Grenzen, innerhalb derer wearachiedliche physikalische Be-
schreibungsweisen anzuwenden haben. Das Diagramm istmuiaceinn-T Diagramm.

2.1.1 Ideale Plasmen

Der Begriff des idealen Plasmas ist in Anlehnung an das ideasedefiniert: Dort spricht man
von idealen Bedingungen, wenn man die Wechselwirkung deelian Teilchen untereinan-
der gegeiber der thermischen Bewegung der Teilchen ver@asiden kann. Dies istim Falle
des neutralen Gases die Van-der-Waals Wechselwirkungy, Bieisma, wie oben eéhnt, die
Coulombwechselwirkung. Der mittlere Abstand zwischen Z¥sichen ist durch In'/3 ge-
geben, daraus folgt als Bedingung flasideale Plasmé&urch Gleichsetzen von thermischer
Energie und Coulombenergie)

3/2kT > %nl/?’ — T[eV] > 0.97x 10~°(n[m~3])/3 (2.1)
0

Diese Grenze ist in Fig. 2.1 eingetragen. Wie man sieht, gin8e Teile der im vorherigen
Kapitel beschriebenen Plasmen als ideale Plasmen zu belhaBei nichtidealen Bedingun-
gen kann es zu einer neuen Sorte von kollektiven Effektemkem(man denke an den Pha-
serubergagng beim Van-der-Waals Gas).

Insbesondere gelten im idealen Plasiingjéde Teilchensorte die idealen Gasbedingungen
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Abbildung 2.1: Zustandsgrenzen von Plasmen
Pa = NakTy (2.2)

fur den Druckpy und die innere Energiedichtéy. Zur Berechnung der Energie der Sorte
a ist ng durch die Teilchenzahly zu ersetzen, d.my = Ny /V, wobeiV das Volumen ist.
Desweiteren ergeben sich der Gesamtdruck und die Gesagitederch einfache Summation
uber alle Spezies (z.B. Elektronen und lonen).

2.1.2 lonisationsgrenze

Eine untere Grenzeaif den Temperaturbereich, in dem Plasmen existieren,tesmib durch

die lonisationsgrenze, d.h. die Kurve, unterhalb derektmeh alle Teilchen als neutrale Ato-
me vorliegen. Wir haben bereits argumentiert, daf3 diesezéra der Nihe vonkT = Ejop,
liegen muf3. Eine genauere Rechnung (Saha-lonisationsg&igcht) ergibt, dal3ufr Was-
serstoff bei Temperaturen 1 eV in einem weiten Dichtebereich mehr als 50 % des Gases
ionisiert sind, das bedeutdirfdenlonisationsgrack

—_" -05 (2.4)
Ne+No
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(no ist die Dichte der neutralen Teilchen). Diese Grenze isign E1 eingetragen. Man sieht,
daR bis zu Dichten von ca. 40m~3 ein Wasserstoffplasmnizberhaupt nur im idealen Zustand
vorliegen kann; oberhalb dieser Dichte treten andere Efakf (Erniedrigung der lonisati-

onsenergie durch Mikrofelder), welchiéfX eine genauere Betrachtung erfordern.

2.1.3 Relativistische Grenze

Eine neue Art der Behandlung muf3 benutzt werden, wenn dientbeine Energie der Elek-
tronen die Ruhemasse von 511 ké&Werschreitet; in solcherelativistischerPlasmen wird
die Relativifaitstheorie zur Beschreibung angewandt, aul3erdem steleichesrd Energie zu
spontaner Teilchenerzeugung / Vernichtung zur Mguihg. Allerdings muf3 darauf hingewie-
sen werden, dal3 in einem thermischen Plasma von z.B. 10 ke dig Boltzmannverteilung
der Energie bereits ein Anteil von Elektronen vorliegt, ob relativistische Energie aufwei-
sen. Auch Bnnen nichtthermische Elektronen durch elektrische Felderelativistische Ge-
schwindigkeit beschleunigt werden. In dieseiilén ist die Bedingungiir das relativistische
Plasma global nicht gegeben, die schnellen Teilchiamkn aber trotzdem relativistische Ef-
fekte zeigen. Wir werden einen solchen Fall bei den Runaw&yreinen im Tokamak kennen-
lernen.

2.1.4 Entartung

Bei sehr hohen Dichten spielen quantenmechanische Aspekievichtige Rolle. Nach dem
Pauliprinzip lonnen nicht zwei Teilchen im gleichen quantenmechanisZiustand sein. Wir
missen daher die Zahl deidglichen Zushnde abahlen. Fir freie Teilchen im Kasten ergeben
sich in der Quantenmechanik die Eigenfunktiotn= Wosin(pnx/h) mit p, = nhrt/L und

n > 0 gefundenl( = Systeménge). Bei festerh ist somit die Zahl der ZuandeN ~ p. Fur
festesp gilt wiederumN ~ L. In einer kontinuierlichen Beschreibungsweisearinan daher

dN=2 d3p bzw. daf = 2—— (2.5)
(&)

fur die Zustandsdichtelay = dN/L3. Der Faktor 2 kommt von der Spinentartung. Wir ha-
ben dabei im sogPhasenraund®xd®p Kugelsymmetrie angenommen, da die Energie des
freien TeilchensE = p?/(2m) nur vom Betragsquadrat des Impulsesiat. Um die Ener-
gieablangigkeit der Zustandsdichte zu berechnen, verwendedByid p= p/mund erhalten

R T

d_E - g( ) - T[2ﬁ3
Dies ist die Zahl der mit dem Pauliprinzip vextlichen Zusinde pro Energie und Volumen.
Hier muf3te noch bécksichtigt werden, daf’ im Impulsraum weggn> 0,ny > 0,n; > 0 nur
ein Oktand der Kugel génlt werden darf. Zur Energie existiereng(E)V dE Zustainde; man
spricht daher auch von déntartungsdichtg(E).

VE (2.6)
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Bei T = 0 (keine thermischen Fluktuationen) wird ein System vomf@nen daher alle
Zustnde, beginnend mi = 0, besetzen. i N Teilchen ergibt sich alsaif die Besetzungs-
dichten (d.h. die Zahl der TeilcheN pro VolumenV)

2 V2m3 3/2
0 0

Die hochste Energi&maxwird als Fermi-Energi€r bezeichnet. Man et

ﬁ2
Er = %(3112)2/%2/3 (2.8)

Im Impulsraum sind dann alle Z@stde innerhalb einer Kugel mit Radips = /2mE- be-
setzt Fermi-Kuge). Fur T # 0 mul3 die BesetzungswahrscheinlichKeiE) fur einen Zustand
mit EnergieE nach der~ermi-Verteilung

1
f(E) =+ 5— (2.9)
ek +1
berechnet werden.lff T = O ist dies eine Stufenfunktion mit Stufe Hei= Eg, fur kT > Eg
geht sie in die Boltzmannverteilung

f(E) = Ae W (2.10)

uber. Hierbei isA eine Normierungskonstanta:= exp(p/(kT)), wobeip das sogchemische
Potentialst. Fur T = 0 istpu= Eg; fur T > 0 muBA durchA [ f(E)dE = 1 bestimmt werden.
Die tatsichliche Besetzungsdichte ist durch das Produkt aus Zisstenitle und Besetzungs-
wahrscheinlichkeit gegeben:

dne(E) = g(E) f(E)dE (2.11)

Diese Funktion istiir den entarteten FalkT < Eg) und fur den klassischen Fak{ > Ef)
in Fig. 2.2 dargestellit.

Bei KT < Ef ist ein Plasma somit als ideales Fermi-Gas zu beschreilee)aktrostatische
Wechselwirkung ist wiederum vernaéskigbar. Durch die Massendigigkeit von (2.8) wird
die Grenz&kT < Er zuerst von den Elektronen erreicht; im Diagramm 2.1 ist ddleeGrenze

3/2KT = Ef glektronen — T[€V] = 2.42x 107 1%(n[m~3])%/3 (2.12)

eingetragen. Sie schneidet die Grerizeifleale Plasmen bek = 6.4 x 10?28 m—3,

2.1.5 Relativistische Entartung

Eine weitere Grenze ergibt sich, wenn die Fermi-Energieréliativistische Energidiber-
schreitet Er > 511 keV). Dann mul3 beim Alghlen der Zuginde im Phasenraum liek-
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Abbildung 2.2: Besetzungsdichtdif ein Elektronengas mir = 4 eV (Festlrper). Im
Fall T = 0 werden alle Zusinde bis zLEr ideal besetzt;ifr T = 1/40 eV (Raumtempe-
ratur) treten kleine Abweichungen auf. Bei=5 eV wird die Besetzungsdichte von der
Boltzmannstatistik bestimmt, die ideale Zustandsdichte wicht erreicht.

sichtigt werden, daR die Energie-Impuls-Beziehung Eoa p?/(2m) zu E = pc tibergeht.
Man erlalt dann

Errel = PeC = ho(3m?)Y/3n/3 (2.13)

Die Fermi-Energie steigt also im relativistischen Fall mirter niedrigeren Potenz der Dichte.

Anwendung: Die Chandrasekhar-Grenze

Eine Anwendung der Theorie entarteter Plasmen stellt djersannteChandrasekhar Grenze
fur die Masse eines Sterns dar. In einem hochdichten Sterrcoelgtiberrest (weilRer Zwerg)
liegt das Elektronengas entartet vor. Est < 511 keV, so ist das Kaftegleichgewicht durch
die Bilanz zwischen der anziehenden Wirkung der Gravitatiothdem bei einer Kontraktion
steigenden Gasdruck gegeben. Zur Aldgzting des Gleichgewichtsverhaltens betrachten wir
die mit der Gravitation verkilpfte EnergieEpq: analog zur Coulombenergie/3Q?/R der
homogen geladenen Kugel gilt

Epot ~ M?/R (2.14)
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Diese Energie wird frei, wenn sich Materie der Gesamtmaésaus dem Unendlichen zu
einem Stern vom RadiuR formiert.

Die der Kontraktion entgegenwirkende innere Eneldjides Gases ist im entarteten Fall pro-
portional zur AnzahN der Teilchen und zur Fermi-Energie. Weger- N/V, V ~ R® und
M ~ N gilt im nicht-relativistischen Fall

U ~ N(N/V)?3 ~ M53 /R (2.15)

Somit wird bei einer Kontraktion zwdpot ~ 1/Rgewonnen, andererseits éft sich aber die
innere Energi&) ~ 1/R%. Wegen der $irkerenR-Abhangigkeit vonU existiert somit immer
ein GleichgewichtsradiuR.

Diesandert sich, wenn die Dichte so hoch wird, dal3 die Fermi-giaeelativistisch berechnet
werden mul3. Dann gilt nach GlI. (2.13)

U ~N(N/V)Y3 ~ M¥3/R (2.16)

Damit steigt die innere Energie im gleichen Mal3e, wie paddiatEnergie bei der Kontraktion
frei wird. Die Gleichgewichtsbedingung kann nun nur no@ih éine Masse eiillt werden.
Diese kritische Masse liegt bei ca. 1.4 Sonnenmassen (Clseidrar, 1931). Leichtere Sterne
kontrahieren nicht bis ins relativistisch entartete Ggldeh. sie werden zu einem weissen
Zwerg. Schwerere Sterndisten an der Grenze zum relativistischen Gebiet in sichraosan
und werden zum Neutronenstern oder zum schwarzen LochsBloke Sternexplosion wird
als Supernova zweiter Art bezeichnet. Es besteht auch diglibhkeit, dass weisse Zwerge
in Doppelsternsystemen so viel Masse akkretieren, dasBeslgitische Masséberschreiten
und dann explodieren. Diese Supernovae erster Art laufegbéch reproduzierbarer ab als die
Explosion von Sternen mitberkritischer Masse. Auf jeden Fall aber existieren kstabilen
relativistisch entarteten Plasmen.

Abschlie3end bleibt aber festzustellen, dal3 die nichtestén, nichtrelativistischen, idealen
Plasmen einen groRen Teil des Parameterraumsilirsfwir werden es daher im weiteren
Verlauf der Vorlesung meistens mit solchen Plasmen zu tiwemaDie Beschreibung erfolgt
dann mit der klassischen Mechanik / Elektrodynamik / Thetpmamik; Quanteneffekte und
relativistische PAnomene spielen keine Rolle.

2.2 Quasineutralitat

Ein wichtiges Merkmal von Plasmen ist, dal3 sie fast imougasineutraérscheinen, d.h. es
gilt in guter Naherung

Ne — ZiN;
Ne

<1 (2.17)

wobei die lonen die Ladung; tragen sollen.
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2.2.1 Die Plasmaaherung

Eine einfache Abscktzung fir ein Wasserstoffplasm&;(= 1) zeigt bereits, dal3 kleine La-
dungstrennung zu hohen elektrischen Feldémtt Ein Plasma miT = 5 keV besitzt bei
Atmosplirendruck die Dichte vor: 6 x 10?2 m—3. In einer lokalen Umgebung vodx ~ 1
mm sei die Quasineutradit zu 1 % verletzt, d.h. beispielsweise= 0.99n;. Das resultierende
elektrische Felddf3t sich nach

OE =p/ep — E ~0.01needx/ep (2.18)

absckitzen. Fr das oben angegebene Zahlenbeispiel ergibt Bieh 10! V/m. Ein solch
unrealistisch hohes Feld kann in der Redlicht aufrecht erhalten werden, die freien La-
dungstéager des Plasmas gruppieren sich so um, dal3 Quasinéutga@hrleistet ist. In der
sogennantelasmaéherungsetzt man daher ofte = Zjn;j, bericksichtigt aber Abweichun-
gen von der QuasineutraditdurchJE # O.

2.2.2 Debye-Abschirmung

Wir wollen die Abschirmung elektrischer Felder innerhaksdPlasmas quantitativ unter-
suchen. Dazu denken wir uns eine Testladung im Ursprung desdihatensystems. Dann
missen wir die Poissongleichung in Kugelkoordinaten unéerAhnahme spfrischer Sym-
metrie (keine Winkelakdingigkeit) bsen

e — N

1d ( 2d® (2.19)

Qo(r) . N
M’_r_za ' dr> =—P/eo=~— €0 te €0
fur ein Wasserstoffplasma. Im Falle einer Punktladung imudak Hatten wir auf der rech-
ten Seite nur di®-Funktion und @irr £ 0 A® = 0 zu bsen. fr diesen Fall ergibt sich der
1/r Abfall des Coulombpotentials. Jetzt haben wir auf der retl8eite das Plasma zu be-
handeln. Die Dichteverteilung in ABimgigkeit von der potentiellen Energié ist durch die
Boltzmannverteilung gegeben (Gl. (2.10)) im klassischdh):Fa

m 2\/2 r
dN~ e T dxdp~ e T d3xdy (2.20)

Wir konnentuiber den geschwindigkeitsadnigigen Teil der Verteilungsfunktion integrieren
und erhalten einen Ausdruclrfdie Dichte im Ortsraum

dN @
N= —— =Np€ kT 2.21
7 = o (2:21)
wobeing die mittlere Dichte bezeichnet. In der Plasraharung setzen witgo = nj o. Auf3er-
dem ist im idealen Plasma das Valtmis von potentieller zu kinetischer Energie klein, s6 da

wir die Exponentialfunktionen entwickelrbknen:

2

e ed ed ed
T @ kT

)~ Meo(L+ 7 — (1= (7)) = 2ne0jr

=1

Ne—Ni = Nego(€ (2.22)
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Wir gehen mit diesem Ansatz in die Poissongleichung unditeréir r £ 0 die Losung

® € o 2.23
= — D
(r) 4n£ore (2.23)
wobei wir die Debye-Bnge
[ &okT T[eV]
AD e = 7437 =] [m] (2.24)

eingefihrt haben.
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Abbildung 2.3: Coulombpotential im Vakuum und mit Abschirmung

Furr < Ap ist die Exponentialfunktion in guterdherung 1, und wir haben das normale Cou-
lombpotential. r r > Ap verschwindet das Potential exponentiell, d.h. wesendiatineller
als der ¥r Vakuumabfall. Das Potential der Testladung wird dalierEntfernungen g3er
der Debye-lange durch das umgebende Plasma abgeschirmt. Die®glicim da die dazu
notwendige Erbhung der potentiellen Energes nach Voraussetzung klein gegen die ther-
mische Energi&T ist. Somit wird die Boltzmannverteilung kaum gédt Fig. 2.3 vergleicht
den Verlauf des Coulombpotentials im Vakuum und mit Abschinm

Fig. 2.4 zeigt die Gi3enordnung der Debyeahge im Bereich der vorher behandelten Plas-
men. Sie ist in weiten Gebieten klein gegen die typischeme®yabmessungen. So ergibt sich
z.B. fiur ein Fusionsplasma (typische Abmessung 1-10 m)Tmit 10 keV undn = 10°° m—3

ein Wert vonAp ~ 70um.

Bei der Ableitung der Debyednge hatten wir angenommen, dal® lonen und Elektronen nicht
als Einzelteilchen, sondern durch ihre Dichteverteiluegdhrieben werdentknen. Diese
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Abbildung 2.4: Typische Gél3enordnung der Debyeahge

Kontinuunsbeschreibung ist nur dann askig, wenn in einem typischen Volumen viele Teil-
chen vorhanden sind. Wir inssen dies nacléglich fur unsere Ableitung fifen. Dazu defi-
nieren wirNp, die Anzahl der Teilchen in einer Kugel vom Radius (sog. Debye-Kugef

(2.25)

4 /eokT \3/2
D = NeozT Ne,0€2

3
Fur Np > 1 besteht die abschirmende Ladungswolke aus vielen Teildhe Fall des Fusi-
onsplasmas von 10 keV und 2om—3 ergibt sichNp ~ 10?, d.h. die Anwendung der Konti-
nuumstheorie war gerechtfertigt. Wie in Fig. 2.5 zu sehengsdies fast immer der Fall.

Die Bedingung\p = 1 fuhrt uns zu

TleV] = 7x 10 °n([m~3%])Y/3 (2.26)

Diese Grenze veidlft parallel zur Grenz&pq = KT fir ein ideales Plasma und ist nur um
ungeBhr eine GdlRenordnung restriktiver; in einem ideales Plasma wirdedddst immer
Debye-Abschirmung vorliegen. Im Falle des entartetentidelengases im Fesikper, in dem
nicht mehr mit der Boltzmannstatistik gearbeitet werder, dé@hrt eine analoge Rechnung
zum sogenannten 'Thomas-Fermi’-Radius, der hier die Delirege ersetzt.
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Abbildung 2.5: Zahl der Teilchen innerhalb einer Kugel vom Radius der Debgege. Die
BedingungNp > 1 ist in weiten Teilen eillt.

2.2.3 Die Plasmafrequenz

Nachdem wir festgestellt haben, dal3 im elektrostatisclaimEr innerhalb einer Kugel vom
Radius der Debye-nge Abweichungen von der Quasineutélitoglich sind, wollen wir uns
nun mitdynamischeAbschirmung besdiftigen. Wegen der kleineren Masse der Elektronen
sind diese beweglicher als die lonen. Wir fragen uns alsoziwelchen Frequenzen Elektro-
nen praktisch instantan Abweichungen von der Quasinditrabschirmen. Dazu betrachten
wir eine Auslenkung der Elektronen gegen den Hintergrundiaeen. Nach Gl. (2.18) ist
damit eine @icktreibende Kraft der @f3eeE verbunden. Also gilt

d?x €ne

— STk 2.27
Me 2 % X (2.27)

Dies ist die Gleichung eines harmonischen Oszillators mgé&frequenz

Ne€? _ _
Wp = 4 /rrZso = 56.4(ne[m3])Y/2s71 oder v = 8.97,/ne[m|—3 Hz (2.28)

Damit ist wp die natirliche Frequenz, mit der die Elektronen gegen die lonenvsaen
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konnen. So &nnen z.B. im Metall kollektive Schwingungen der Elektromenw, angeregt
werden (sogPlasmonehn Fig. 2.6 zeigt typische @GRenordnungen vow, im Bereich der
uns interessierenden Plasmen.
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Abbildung 2.6: Plasmafrequenzy = wp/(2m) der Elektronen inm—T Diagramm.

Die Dynamik der Abschirmung kann nun analog zum getriebdra@monischen Oszillator
betrachtet werden: Unterhalb der EigenfrequepZolgen die Elektronen einer &tung prak-
tisch instantan und schirmen volsidig ab; oberhallw, kdnnen die Elektronen der @ung
nicht folgen. kir Pranomene, die auf einefikzeren Zeitskala als/i, ablaufen, liegt keine
Abschirmung vor. Dies ist von praktischer Bedeutuaigdas Eindringen elektrischer Felder:
Unterhalbwy, konnen elektromagnetische Wellen nicht in ein Plasma eigén (sogenannter
‘cut-off’) und werden reflektiert; oberhak, wird ein Plasma transpareriirfelektromagne-
tische Strahlung. Ein bekanntes Beispiel ist die Reflexion Moht am Elektronenplasma
eines Metalls: Nach Gl. (2.28) liegt bei FestRerdichten von 14 m—2 die Plasmafrequenz
im Bereich einiger 18 Hz. Damit wird sichtbares Licht gerade noch reflektierghnend
UV-Strahlung durchgelassen wird. Eine Messung der Traesgain Ablangigkeit von der
Wellenlange kann somit Aufschluioer die Lage der Plasmafrequenz ('Plasmakante’ in der
Reflexion) und damit die Zahl der freien Ladungsger im Metall geben.

Ein weiteres Beispiel ist die schon eitinte Reflexion von Radiowellen an der loncseh
Hier betégt die Dichte~ 10° — 10'° m~3, und die Plasmafrequenz liegt somit im Bereich
von einigen MHz, so dal3 Radiowellen im Bereich der 'Mittelse(k MHZz) zur Erde zuiick
reflektiert werden, &hrend die lonosgire ir Ultrakurzwellen & 100 MHz) durchéssig ist.
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Daraus erlrt sich u.a. die unterschiedliche Reichweite der Radiosenmd®W- und UKW-
Bereich.

Analog zur Plasmafrequenz der Elektronen definiert manafieriplasmafrequera; sie ist
um einen Faktox/m /me kleiner alswp und somit fir die Abschirmung nicht von Bedeutung.

2.3 Plasmapotential

Wir haben bereits gesehen, daf3 ein Plasma ad®&rordnungery- Ap quasineutral erscheint.

In erster Ndherung gehen wir daher davon aus, dal? das elektrischetiBbit@inneren eines
homogenen Plasmas konstant ist undiigdizh eines beliebigen, aber festen Referenzpoten-
tials (z.B. Erdpotential) den Wefk, hat (Plasmapotential Generell ist der Wert vo®, nur

als Differenz zu einem Bezugspunkt von Bedeutung, d&Ensgr—® in die Bewegungsglei-
chung der Teilchen eingeht. Wir werden uns im Weiteren mitéletentialverhltnissen einer
Plasmaentkladung besditigen und dabei eine Methode kennenlerniryndne in der Nahe

der Wand zu bestimmen.

2.3.1 Plasma-Wand Grenzschichten

Wie kdnnen wir®, in einer Gasentladung messen? Die einfachste Messungeifeditim-
mung des Potentials an der Wand des Entladungsge$. Es zeigt sich jedoch, dal3 diese
Messungnicht ®, direkt bestimmt. Dazu betrachten wir beispielhaft die zinetig. 2.7 dar-
gestellten Blle:

O’/\B C/\/ i */'% _
B ! .0 o |
Lo o © ®

o | | |
AV Y

@wand = 0 ¢ <@,

Abbildung 2.7: Plasma-Wand Grenzschichten: a) ideal reflektierend b)stioiige
Wandrekombination
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Ideal reflektierende Wand

Dieser Fall ist in der Praxis kaum von Bedeutung, eignet sdog¢h, um in einem Gedan-
kenexperiment einebberblicktiber die auftretenden Teilcheinfise zu bekommen. Bei ideal
reflektierender Wand wird der gesamte Teilchenflu neve + njvi ohne Wechselwirkung re-
flektiert; wir konnen keine Aussagéber ®, machen. Wir bestimmen die Teilcheidke aus
der Boltzmannverteilung Gl. 2.20UF ® — ®, = 0 liegt die Maxwellverteilungvor, d.h. fir
die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Geschwindigketisrvall [v, v + dv] anzutreffen, gilt

/ m
() &%

wobei f(v) hier bereits korrekt normiert istf(f (v)d3v = 1). Die mittlere Geschwindigkeit
eines Teilchens beigt

3/2
<v>—/|v| m )// 5% amBdv— Slfmt (2.30)
0

dw = f(v)d3v= T 3y (2.29)

2T[kT

Der Flu3 zur Wand berechnet sidlrfede der 6 Viinde als Integraiber eine Komponente in
eine Richtung, z.B.dr die positivex-Richtung

m Y2 [ _m n<v>
F_n<m )/vxe AT dvy = 7] (2.31)
0

Der FluR zur Wand ist somit proportional zur mittleren Gewsiclaigkeit und es gilt im ideal
reflektierenden Falle = /my/mel;.

Vollstandige Wandrekombination

Im zweiten Grenzfall rekombinierealle auf der Wand auftreffenden geladenen Teilchen zu
Neutralen. Dieser Fall ist im Labor praktisch immer gegeferder Praxis ist die Zahl der
rekombinierenden Teilchen @Ber 99 %). Er Stationari&t berdtigt man dann Energie- und
Teilchenquellen. Letztere kann z.B. durlcycling d.h. Wiedereindringen der Neutralen mit
anschlielender StoRionisation, gegeben sein. Nach oBigsechatzungen ist der Fluf3 von
Elektronen im potentialfreien Fall ugym /me groR3er als der der lonen, d.h. esinde sich ein
elektrischer Strom zur Wand ausbilden. Nach der Kontatsigleichung

. op
Oj=——= 2.32
=5 (2.32)
miRte dieser Strom schnell zu einer Verletzung der Quagsaiéat fuhren. Dieser Prozel? tritt
somit nicht auf; vielmehr &dt sich die Wand negativ gegen das Plasma auf. &iuenliche
Ausdehnung der Raumladungszone kann nach unseren Betrgehtaar Abschirmung nur
von der Gblienordnung\p sein, man spricht daher auch von deebye-Schichtin dieser
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Schicht werden die Elektronen abgebremsihvend die lonen beschleunigt werden. Der Wert
des Potential an der Wand, das sogenartidbatingpotentiakb; (Potential eines isolierten
Korpers im Plasma) wird festgelegt durch die Forderling- I';, d.h. kein Nettostrom zur
Wand.

Wir kodnnen die Sttme 1r diesen Fall berechnen: Die lonen werden in der Debyelsthis
zur maximal ndglichen Geschwindigkeit beschleunigt (sog. Bohm-Kritar); diese ist die

lonenschallgeschwindigkeit
KT + KT
i = nici = njy /v%e (2.33)

wobeiy der Adiabatenkoeffizient ist.0f die Elektronen wiederholen wir die Integratioher
die Maxwellverteilung, bdrcksichtigen aber, daR die Gesamtenergie jetzt d(mot2)vZ +
e(®, — ®¢) gegeben ist:

1/2\  ®p- % y;  mevBy < Vo> %%
re = ne(% ) € Te Ve7xe XKTe dVe/X =Ne © e € Te (234)
e

0

Gleichsetzen von Gl. (2.33) und (2.34) ergibt unter Verwergdder Quasineutraditsbedin-
gung im Plasmae = nj die Bestimmungsgleichungif die Potentialdifferenz

~ kTe Tiy me
Pp— By =~ ln (2ny(1+ i)ﬁ) (2.35)
Fur Te = Ti undy = 5/3 sowiem; = 183@me (Wasserstoff) ergibt sicth, — @ = 2.2kTe/e, d.h.
das Floatingpotential ist tatshlich gegeiaiber dem Plasmapotential abgesenkt. In der Praxis
gilt wegen der schwachen \&rderlichkeit des Logarithmus praktisch imngs — ®¢ ~ 2 —
3kTe/e.

2.3.2 Die Langmuirsonde

Wir hatten gesehen, dal} sich die Wand eines Entladurigsspes gegémer dem Plasma in der
Regel auk 2— 3kTe/e negativ authdt. Da wir abe, nicht kennen und+ immer nur relativ
zum Erdpotential messerdbknen, kanrle nicht direkt aus der Messung vab; gewonnen
werden. Dazu bringt man einen kleinen, von der Umgebungeigeh Leiter ins Plasma und
variiert die Spannun@ex: zwischen diesem und der Wand. Diese Anordnung bezeichret ma
als LangmuirsondeDiese kann z.B. aus einem kleinen Wolframzylinder, umgetoeneiner
Keramikisolation, bestehen. Fig. 2.8 skizziert die Melfdnang.

Variiert man ®gy; und mifdt den Sondenstrom so erfalt man die sogenannteangmuir-
Kennlinie(siehe Fig. 2.8):

< Ve > e_e%)

| = Asene(ci — 2 e

(2.36)
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0

I ¢ (pext

Abbildung 2.8: Schema einer Langmuirsonde und Kennli{@ex:).

wobei As die Sondenobe#dkthe ist. Wir haben angenommen, dal} sie klein gegen die Wand-
flache ist, d.h. der &ckstrom®; nicht ve@ndert. fir ®gy < s kommen praktisch kei-

ne Elektronen mehr zur Sonde; man mif3t den loatiggingsstromlsatj = AseneCi. Bei

Dexi(l = 0) hat man das Floatingpotential bestimmt, bis®ay = @, steigt der Strom expo-
nentiell mit der Spannung an; aus der Steigung der Auftrgdningegen®ey: erbalt man somit
1/(kTe). Oberhalb vor®, werden schlieRlich die Elektronen bis zur Schallgeschigheit
beschleunigt; man et flir ®ey; > ®p den Elektronerigttigungsstronisate = /Mi/Melsati-

Die Aufnahme einer solchen Kennlinie liefert uns alsaind damit, aus demé®igungsstrom,
auchne. Prinzipiell kann aucl®, bestimmt werden;itfr ®ey > @, weicht die Kennlinie vom
exponentiellen Verlauf ab, d.h. die logarithmierte Aufwag zeigt einen Knick.

In der Praxis limitiert der Leistungsflul zur Sonde (durchh&izung) sowie eventuell die
Erosion der Sonde durch Plasmateilchen den Einsatzbemichangmuirsonden. In heutigen
Fusionsexperimenterbknen sie z.B. nur zur Bestimmung v@sundne in der relativ kalten
Randschicht eingesetzt werden
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Kapitel 3

Stol3prozesse

3.1 Elastische und inelastische 8fie

In einem Plasma findenatdig unterschiedliche Stol3prozesse statt. In jedem StoT&il-
chen sind Impuls und Energie erhalten:

;meve = ;”’QV/ (3.1)

;(E&kin + Eé,in) = ;(Eé7kin + Eéjin) (3-2)

Hierbei istiber alle am Stol3 beteiligten Teilchérzu summieren. Die gestrichenendBen
geben die Werte nach dem Stol3 an. Die Energie wurde in kihetiEnergietyi, und innere
EnergieEj, aufgespalten. Ist die innere Energie der Teilchen erhafterspricht man von
einemelastischen Stg®ei Anderung der inneren Energie mindestens eines der Paigger |
der inelastische StoBor. Ein Beispiel @ir einen inelastischen Stol3 ist die Anregung eines
Atoms durch Elektronenstol3; hier wird kinetische Energis stossenden freien Elektrons in
innere Energie des Atoms umgewandelt. Auf die inelastis@®Re werden wir aughrlich

im nachsten Kapitel eingehen.

Ein Beispiel fir einen elastischen Stol} ist die Coulombstreuung geladeilehen. Dabei
werden Shl3e zwischen gleichen Teilchen, aber auch solche zwiscledtrénen und lonen
auftreten. In diesendten ergeben sich unterschiedliche Impuls- und Enalggetiage. Am
einfachsten macht man sich diese \@thisse am zentralen Stol3 klar. Hier bewegen sich beide
Teilchen Bngs einer Koordinate und der Vektorcharakter des Imputaés nicht beiicksich-

tigt werden. In einem System, in dem Teilchen 1 vor dem StbR gilt fur den Impuls- bzw.
Energigibertrag von Teilchen 2 auf Teilchen 1

/ 2m

— 3.3
P1 m1+m2p2 (3.3)

31
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£ _ 4mnmp

(o2 o0

Fur festespy, mp wird somit der maximale Impulertrag von Teilchen 2 auf Teilchen 1 er-
reicht, wennmm — co. Dann giltp; = 2p,. Dies entspricht einer vollahdigen Reflexion, wie
sie z.B. beim Stol3 von Elektronen an lonetharungsweise vorliegt. Andererseits wird bei
vertauschten Rollemf; — 0) praktisch kein Impulséibertragen. In beidendflen ist der Ener-
gielibertrag gering; er hatif my = np ein Maximum; in diesem Fall ist der Impuilbertrag
geradep,. Wir werden auf diese &le zutickkommen, wenn wir die verschiedenen Relaxati-
onszeiten zwischen Elektronen und lonen diskutieren.

3.2 Reibungskraft durch Coulombsbli3e

Da ein Plasma aus geladenen Teilchen besteht, werden andl @en thermischen Bewegung
standig Coulombsif3e zwischen den Teilchen stattfinden. Betrachten wachkst den Stof3
eines sehr schweren, ruhenden Teilchens 1 mit einem Tasdtlwenl" > = nyv, von leichten
Teilchen 2. Der Teilchenstrom sei senkrecht zur Einfalshavindigkeit von homogener Dich-
te und unendlich ausgedehnt; dann treteriigéeh Teilchen 1 alle raglichen Stol3parameter
b (Abstand zwischen einer Geraden parallel zur Einfall$ucf und dem Streuzentrum) auf.
Fig. 3.1 verdeutlicht die Geometrie:

"1/
y

Abbildung 3.1: Geometrische Veditnisse bei der Coulombstreuung.

Wir fragen nun nach der Kraft, die dabei auf das ruhende Aeii¢ibertragen wird. Sie ist
nachactio = reactigyleich der gesamten Impuésderung der eingimenden Teilchen bei der
Streuung. Diese berechnet sich zu

dNo (V)
d5V2

wobeidN,/ddv, die Anzahl der pro Zeiteinheit gestreuten Teilchen mit ltapliertragmnydv,
ist. Die Geschwindigkeitsmderungdv, konnen wir der Figur 3.2 entnehmen:

A= %—T _ / MLdVs 45V, (3.5)
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Abbildung 3.2: Zur Berechnung deAnderung des Parallelimpulses bei der elastischen
Streuung.

Da es sich um einen elastischen Stol3 handelt, bleibt der@d&aGeschwindigkeit erhal-
ten, das Dreieck ist somit gleichschenklig. Die Geschvgkelitsinderung ist danfdv| =
2|v|sin(6/2) wobei6 der Streuwinkel ist. Wir interessieren uns hier rirden Impul§bert-
rag in Richtung des einfallenden Strahls; d.h. wir projezév aufv und erhalten schliel3lich

dvo = —2v2sin?(0/2) (3.6)

Wir haben damibv, als Funktion des Streuwinkefsund der Einfallsgeschwindigkeis aus-
gediickt.

Aus der Atomphysik kennen wir bereits das Konzept des Wigkguerschnitts, das besagt,
daf3 pro Zeiteinheit 20 Teilchen des einfallenden Strahls am ruhenden Teilcheineygsver-
den. Daher kandN/dévz durchl2do/dQ ersetzt werderdo/dQ ist dabei der differentielle
Wirkungsquerschnittifr Streuung in den Raumwinke{. Fir die Coulombstreuung ist dieser
gerade durch die aus der Atomphysik bekannte Rutherforafiogegeben:

do _ ( 0102 )2 1

dQ \8megmpv3/ sin4(6/2)
Wegen der Zylindersymmetrie des Problerasidito nur von ab und es existiert ein eindeu-
tiger Zusammenhang zwischen dem Sto3paranbated dem Streuwinked:

(3.7)

0102
b=—"—">_cot(6/2 3.8
ameomo SO €/2 (39)

Wir kdnnen jetzt das Integral aus Gl. (3.5) berechnen:

Tt

dpr MG \2 [ sin?(8/2). .
__2\/2r2m2(8m0m2\/%) / <ini(8/2) 2SI (3.9)

min

Mit sin® = 2sin(B8/2) cos(08/2) undl™z2 = npvp ergibt sich
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T
dpr _ G082 / cos(e/Z)d(e/Z) _ 9% in( 1 )
dt 4T[E%m2v§e sin(8/2) 4T[5%m2v§ Sin(Bmin/2)

min

(3.10)

Hier tritt ein Problem auf: Br 6y, = O divergiert der Ausdruck. Solche@ge sind allerdings
im Plasma gar nicht iglich. Sie entsprecheramlich dem Vorbeiflug des Teilchens 2 in
sehr weiten Entfernungen (Stol3parameéter «). Da wir es mit einem quasineutralen Plasma
zu tun haben, ist das Coulombpotentiat StoRparameter, welcheddder alsh\p sind, abge-
schirmt. Wir setzen daher in ersteéherung an, dafd nur Sto3paraméter A\p vorkommen.
Mit Gl. (3.8) kdnnen wir dies in eine untere Grenzg 6 umformen:

ATEQM,VS D
TR oy = 2D
g192 bao

wobei wir den Vorfaktor durclbgg, den StoRparameteiirfeinen 90 Stol3 ausgedickt haben.
Damit ergibt sich im Ausdruck (3.10) der Faktor

cot(8/2) < (3.11)

1

Ab
M S @mm/2)

y=Iny/1+ (—)2 (3.12)

|
boo

Im thermischen Plasma giltif die mittlere kinetische Energign/2)v? = (3/2)kT und wir
erhalten aus der Bedingungrfdas ideale Plasma ngi = —qp = e (Wasserstoffplasma) die
folgende Abschtzung

e?nl/3 e3\/n gokT €
kT kT)¥2> ~ Vo o
> e~ KU G2 TV n@  amegT

= Ap >bgp (3.13)

Somit gibt es nur wenige Teilchen innerhalb der Debyekudgden StoRparameter so klein
ist, daf? es zu einem 9®&tolR kommt. Vielmehr wird eine Ablenkung um®durch den Effekt
vieler Kleinwinkelsbtl3e bewirkt. Mit obiger Abscitzung lkbnnen wir im Ausdruck (3.12) die
1 geger()\D/bgo)2 vernachassigen und erhalten schlieflich

£ 9P _ qfo5n2
1= T 2o 2
dt 4ATESMpVS

InA (3.14)

wobei wir denCoulomb-Logarithmun A = In (Ap/bgo) eingefihrt haben. Br Fusionsplas-
men gilt INA ~ 15— 20, in Ubereinstimmung mit der oben abgeleiteten Dominanz deinKle
winkelsbl3e.

Gleichung (3.14) beschreibt die auf ein ruhendes TeilclmeR&y Masse aus{bte Reibungs-
kraft im Teilchenstrom. Eine genauere Ableitung verwerdbet abgeschirmte Potential zur
Berechnung des Stof3querschnittes. Danilernan quantenmechanische Korrekturen zum
Coulomb-Logarithmus: es zeigt sich jedoch, daf3 diese in denuns behandelten Plasmen
keine grof3e Rolle spielen.
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3.3 Stol3zeiten und freie Wegingen

Im vorhergehenden Kapitel wurde die Kraft, welche ein Stteichter Teilchen auf ein ruhen-
des, schweres Teilchen &g, berechnet. Im allgemeinen Fall werden Teilchen 1 unth2 e
endliches Massenveilinis und unterschiedliche Geschwindigkeiten besitZeralog zum
Keplerproblem kann man die Bewegungsgleichung in Schwétpunind Relativbewegung
trennen. Da die Schwerpunktsbewegung eine Sto3invaiigntet man nur die Relativbewe-
gung zu betrachten. Dies bedeutet, dal3 die Geschwindigkehitrch die Relativgeschwindig-
keit u und die Mass@&y, durch die reduzierte Massa ersetzt werden muf}

_ ggg3InAnp

FrL= 3.15
1 4T[E%m U2 ( )
mit
u = Vvi—Vo (3.16)
mmp
= 3.17
m m +my ( )

Wegen der starken Abnahme des Rutherfordquerschnittesmmtmt die effektive Reibungs-
kraft also mit 2/u? ab.

Die charakteristische Zeit, mit der ein Anfangsimppldurch Sb3e abgebaut wird (Abbrems-
zeit von Teilchen 1 an Teilchen 2), ergibt sich somit zu

e, PL_mu Ateamymy ud
YT dp/dt T R @InA g

Mit diesen Voiiberlegungen &nnen wir nun die Abbremszeiten im thermischen Plasma be-
rechnen. Wir betrachten zaohst den Stof3 von Elektronen untereinander. Danmgit me/2

und m; = me. Betrachten wir einen Fall, in dem keine von aufRen aufager Geschwindig-
keit vorliegt, so khnnen wir in erster Bherung fir die Geschwindigkeit der Elektronen die
thermische Geschwindigkait= v e = 1/3kTe/me ansetzen. Also giltifr die Abbremszeit

(3.18)

o 213%/2€2, /e (KTe)3/2
T éInA Ne

Eine analoge Ableitungif den Impulsaustausch der lonen untereinander ergibt hi im
folgenden wird Wasserstoff, d.A.= 1 und Quasineutraht ne = n; vorausgesetzt)

o m /Ti\3/2
Tii = Teey / M (?e) (3.20)

Der Impulsaustausch der lonen untereinander ist @isgléiche Temperaturen um die Wurzel
aus dem Massenveiltnis langsamer; dies spiegelt die um diesen Faktor mjetiRelativge-
schwindigkeit wieder.

(3.19)
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Fur Te = Ti = T kdonnen wir auch den Impulsaustausch der Elektronen mit deenlainter-
suchen: Die Relativgeschwindigkeit ist wegen des oben @ngelsenen Faktors im wesent-
lichen durch die thermische Geschwindigkeit der Elektrogegeben; die reduzierte Masse
kann wegen des grof3en Unterschieds gut daxck me gerahert werden. Wir erhalten also

Tei ~ Tee (3.21)

Dies liegt daran, daf? der Impulsertrag der Elektronen untereinander vergleichbar efftzi
dem von Elektronen mit lonen ist. Dies hatten wir bereits andHvon Gl. (3.4) festgestellt.

Ganzlich anders ist die Situation beim Impiifteertrag von lonen auf Elektronen. Hier erhalten
wir aus (3.18) miu = Vipe, My = Me UNd My = M

m
Tie = rr—'eTee (3.22)

Es besteht also eine Asymmetrie zwischen der Abbremszekld&tronen an lonertg; und
der der lonen an den Elektronga. Man beachte, d®;» nichtdie Zeit zwischen zwei 8fien
ist, sondern die Zeit, in der durch den Effekt viele6& ein Anfangsimpuls abgebaut wird.
Fur die gleiche Zahl von Elektronen-lone@dBen pro Zeiteinheit verlieren die lonen laut Gl.
(3.4) um einen Faktame/m; weniger Impuls, d.h. zum Abbau eines Anfangsimpulses werde
um diesen Faktor mehr &e beitigt. Diese Asymmetrie tritt beirlbergang von der Kraft-
gleichung (3.15) zur Abbremszeit (3.18) auf: der Ausdruoidie Ubertragenene Kraft erdh
nurmy und ist somit, im Einklang mi&actio = reactipsymmetrisch inmg und mp.

Eine genauere Behandlung thermischer Plasmeucksichtigt die Maxwellverteilung der
Elektronen- und lonengeschwindigkeiten. Dann treten @fleSvonu = v, entsprechende
Integraleliber die Verteilungsfunktion auf. Man findet so andere Zaflaletoren vor den Stol3-
zeiten. Der korrekte Ausdruckif teelautet dann @irTe =T, =T)

3,/Me(4TE0)? (KT)3/2 TleV))%/2
Tee= Z/\r/r__;i;:-:?\) ( nl = Tee[s]:2.9x1010%

wobei wir fur InAA einen typischen Wert von 17 angenommen habén.ein Fusionsplasma
mit T = 10 keV undn = 10°° m~2 ergibt sich z.BTee ~ 30Qus. Die Relationen zwischen den
unterschiedlichen Stol3zeiten bleiben erhalten, undsodnt;, Te; undTie Mit Hilfe von Gl.
(3.20) - (3.22) aus Gl. (3.23) berechnet werden.

AnalogeUberlegungen lassen sictirfden Energieaustausch anstellen. Die Zeifertt, 1§
sind vonahnlicher GolRenordnung wie die Impulsaustauschzeiten und es gilt

[my (TiN%2 m
R I A E(ﬁ) e (3.24)

Beim Energieaustausch ist nach GlI. (3.4) Qeertrag fir my /mp # 1 klein und symmetrisch
beziglich Vertauschung vom; und mp. Somit gilt T¢j = Tie. Diese Zeiten beschreiben die
Relaxation eines Plasmas ins thermodynamische Gleichgewdach einer Anfangsstung

(3.23)
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werden zuerst die Elektronen, dann die lonen zur Maxwetieng zutickkehren. Gleiche
Temperaturefe = T; stellen sich mit einer vergleichsweise langen Zeitkortstam.

Die Energieaustauschzeit zwischen lonen und Elektronan Karchausédnger als typische
experimentelle Zeitskalen sein; so gilt z.B. in speziellekamak-Entladungen mit hoher lo-
nentemperatur und niedriger Dichie> Te wahrend der gesamten Entladungsdauer (sog. 'Su-
pershots’). Dies erkirt sich mit Gl. (3.23): MifT ~ 40 keV undne = 3x 10" m3ist 1~ 14

s und damit gdl3er als die typische Entladungsdauer von ca. 1-5 s.

An Stelle der Stol3zeiten kann man diéuHigkeit der SiRe auch im Konzept defreien
WeglangeA deuten: Bei einer mittleren Geschwindigkeit vap legt ein Teilchen im Mit-

tel zwischen zwei $if3en die Strecke

A =Vt (3.25)

zurick. Wir hatten bereits bemerkt, dalir fElektronen die Zeitemee und 1ej von gleicher
GrofRenordnung sind.iF lonen ist wegem;; > Tje vor allem der Stol3 untereinander von Be-
deutung. Wir erhalten so

m Me
Ae ~ ViheTee= 4/ rr—]thhJ \/ ﬁTii = A (3.26)

d.h. die freie Wedgdnge der lonen und Elektronen ist im thermischen PlasmagmsitT; nahe-
rungsweise gleich. Einsetzen von (3.23) liefert

A[m] ~ 2 x 1016% (3.27)

Fig. 3.3 zeigt typische @Gi3enordnungen der freien Waghe.

Wie man sieht, kani sehr grol3e Werte annehmen. So ergibt sich z1Bein Fusionsplasma
mit T = 10 keV undn = 10°° m~2 eine freie Weginge vor\ ~ 20 km! In einem typischen
magnetischen Fusionsexperiment, in dem Teilchen durchnstégldlinien in einem Torus
vom Umfang~ 10 m gefangen sind, volihrt ein Teilchen daher im Mittel 2000 Uénife,
bevor es um 90gestreut wird. Diesithrt zur au3erordentlich hohen Léitfigkeit fir Warme
wie auch elektrischen Stronangs der Feldlinien. Mit diesen Aspekten werden wir uns im
nachsten Abschnitt besafiigen.

3.4 Leitfahigkeit von Plasmen

In diesem Abschnitt wollen wir einedberblickiiber die Transporteigenschaften des Plasmas
gewinnen. Wir betrachten hier den Fall ohne Magnetfeld; ller @las Magnetfeld nur die
Teilchenbewegung senkrecht zum Feld beeinflu3t (Gyratwajden wir fir den Transport
langs der Feldlinien dasselbe Resultat wie im feldfreiendrathlten.

Allgemein gilt, daf3 in einem Gas oder Plasma der TranspartGadienten getrieben wird.
Diese entsprechen Kften, welche zu einer gerichteten Teilchenbewegiihgehn. Die gerich-
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Abbildung 3.3: Freie Wegénge im thermischen Plasma T Diagramm.

tete Bewegung besteht mikroskopisch aus der Beschleunigem@edlchen durch die Kraft
F und die Abbremsung durch Stof3 mit anderen Teilchen. Makimiskh ARt sich dies durch
eine mittlere Driftgeschwindigkeitp beschreiben, welche der thermischen Bewegung mit
Mittelwert < vy, >= 0 Uberlagert ist. Er vp gilt, dal3 im Mittel die Beschleunigung und der
Impulsverlust durch $t3e gleich sind, d.h.
1 T
“mp=F = vp = _F (3.28)
Der Strom einer Gif3eQ ist gegeben durch das Produkt aus Teilchenstreamvund der pro
Teilchen transportierten GReq

_gn
gr = —tF (3.29)
d.h. die verallgemeinerte Leﬁiﬁigkeitx ist durch

X = q—r:r (3.30)

gegeben. Mit diesen Vaberlegungen wollen wir jetzt den Transport von Ladung uréé
untersuchen.
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3.4.1 Elektrische Leitfahigkeit

Im Falle der elektrischen Ledhigkeit ist der Stronmgl mit dem elektrischen Strom =
—enevp e gleichzusetzen. Wir haben hier angenommen, dal? der Stroptdaehlich von den
Elektronen getragen wird, &hrend die lonen auf Grund ihrer wesentlich@eren Masse ru-
hen. Die KraftF entsteht in diesem Fall durch den Gradienten des elekésétotentials
eE = —ell®. Einsetzen in Gl. (3.29) ergibt

. e
j = —envpe= —%r(eE) (3.31)

Mit der Definition der elektrischen Le#higkeitj = oE erhalt man

€ne
o= —1
Me

Die Stof3zeit ist durch die Abbremszeit der Elektronen an den lonen gegébevp e < Vihe
ist diese durch die thermische Bewegung bestimmt undavinknnte; ~ teeaus Gl. (3.21) bzw.
(3.23) einsetzen. Damit erhalten wir

(3.32)

_ 3(4rEg)? 3/2 11 (Te[eV])3/2
o= 4\/me2|n/\(kT) = o[Q 'm ]~9.6><103T (3.33)

Dies ist die von der Dichte unabhgige elektrische Le#higkeit eines Plasmas, wie sie zu-
erstvon L. Spitzer abgeleitet wurde (s@&pitzer-Leitthigkei}. Eine genauere Analyse ergibt
einen ungeaihr doppelt so grol3en Wert (Spitzer undrhh, 1953). Au3erdem muf3 man in ei-
nem Plasma mit mehreren lonensorten die @duigkeit von der effektiven lonenladungszahl
Ze £ bericksichtigen:

11y _ _ 713 (TeleV])¥?
olQ tm Y =192x10%2-2,;{") Zor A (3.34)
mit
nZZ nZ2
Lett = 2k 2k (3.35)

Y kMkZ Ne

Zot£: der Faktor, um den die Bremsstrahluiger der eines reinen H-Plasma liegt woibleéer

alle lonensorterk zu summieren ist. & ein reines Plasma von lonen der Kernladuhipt
Zot ¢ = Z; fur ein Wasserstoffplasma mit z.B. 1 % Verunreinigung durcl € 6) ergibt sich
Zeti ~ 1.3, d.h.Zes¢ kann auch als Maldif den Verunreinigungsgrad eines Wasserstoffplas-
mas angesehen werden.

Fur ein typisches Fusionsplasma ergeben sich grol3e Werte Man erfalt fur Te = 1 keV,
Zetf = 1 und InA = 17 einen Wert voro = 3.5 x 10'Q~1 m~1. Dies ist vergleichbar der
spezifischen Leitthigkeit von Kupfer ¢cy ~ 6 x 10°Q~1 m~1). Man kann also in Plasmen
mit relativ geringer Spannung grof3e @tre treiben. Dies wird im Tokamak ausgenutzt, wo
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durch einen Transformator eine Umfangsspanruyrgm Plasmatorus angelegt wird, um einen
Strom zu treiben. Mit den obigen Daten und einer typischear@uhnittsthche von z.BA =
1.25 n? (fur das Garchinger Tokamak Experiment ASDEX Upgradedlérhan die @ir einen
Strom von 1 MA notwendige Umfangsspannuig= 2riRoE = 2Ry j /0 = 2Ryl /(A0) ~
250 mV. Hierbei wurdeiir den gro3en Radius des Plasmas der Wget 1.65 m verwendet.

1.0 ASDEX Upgrade #5024
N I_pl
[MA]
0.0
2.0
7 gemessen u_loop
[V]
0.0
7
2.0

N gerechnet u_loop
M [V]
0.0
1.0
] <T e>
[keV]

0.0

' [ ' [ ' [
0.0 2.0 4.0 6.0

time [sec]

Abbildung 3.4: Tokamakentladung mit gemessenem und berechnetem Veraufm-
fangsspannung (verwendet wurde die Spitzedaitfkeit mit toroidalen Korrekturen).

Fig. 3.4 zeigt den zeitlichen Verlauf einer PlasmaentlgdarASDEX Upgrade; zuszlich zu
den gemessenen Datgy U, und der gemittelten Elektronentemperatuile > ist die unter
Verwendung von Gl. (3.34) berechnete Umfangsspannungodtdge Man erkennt die gute
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment.

Nachtiaglich kbnnen wir nun noch die Annahmg e < Vih e prifen: Fir obiges Zahlenbei-
spiel erhalten wir ir eine typische Dichte von % 10'° m~2 die mittlere Driftgeschwindig-
keit Vpe = 1 /(Ane€) = 10° m/s. Die thermische Geschwindigkeit in eine Richtung dgttr
Vihe = \/KT/Me = 1.3 x 10’ m/s. Die Annahmep ¢ < Wth e War also gerechtfertigt.

Trotzdem existiert auf Grund der Maxwellverteilung immearesPopulation von Elektronen,
welche lbhere Geschwindigkeiten alg, aufweisen. bEr diese niissen wir die Kraftbilanz ge-
sondert betrachten: Da die Bremskifafhach Gl. (3.15) mit dem Quadrat der Geschwindigkeit
abnimmt, existiert ein kritischer Wert der Geschwindigkgj jenseits dererifr gegebenek
das Elektron im Feld zwischen zweidBen mehr Impuls aufnimmt, als es beim Stol3 abgibt.
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e3neIn A

F(vo)=eE = vo=,/ —5———
(C) C 4T[E%meE

(3.36)
Elektronen mitv > v werden kontinuierlich beschleunigt, sie 'laufen davonavspricht da-
her vonRunaway-ElektronerDie Zahl der Runaway-Elektronen ist in Tokamakentladungen
mit vinh e << V¢ gering, da nur wenige Elektronen die Bedingupg> v¢ erfullen. Hir ve — ¢
fuhren relativistische Effekte dazu, dafld unterhalb ein@ssgenE-Feldesuberhaupt keine
Runaway-Elektronen auftreten. Eine nennenswerte Popnlatn Runaways wird erst vor-
kommen, wenm, = Vi, gilt. Dies fuhrt zum kritischen elektrischen Felig

_enelnA

~—— 3.37
ATESKTe ( )

C
Man kann zeigen, daftif E > 0.43E. die gesamte Elektronenpopulation zu Runaways wird.
FUrne=1x 10° m=3 und T, = 1 keV erlilt manE; ~ 4.6 V/m. In der Anfangsphase einer
Tokamakentladung in ASDEX Upgrade kommt man solchen Wextemachsten; tatschlich
wird E ~ 1/10E. erreicht. Dann beobachtet man im Experiment bei niedrigeht® in der
Stromaufbauphase das Auftreten von Runaway-ElektronesseDionnen an Hand der von
ihnen emittierten Synchrotronstrahlung nachgewieseml@rerbei einem (dltzlichen Verlust
(Instabilitat) konnen sie zu Beséldigungen des EntladungsgBes dihren.

3.4.2 Warmeleitung

Analog zur Behandlung der elektrischen Laitfgkeit wollen wir nun die elektronische
Warmeleithhigkeitke berechnen. Diese isiber den VErneflul3ge als Antwort auf den Tem-
peraturgradienten definiert:

qe - —KeDTe (338)

Hier ist die transportierte Gf3e die VArme, die pro Teilchen transportierte Mengekiki Die
verallgemeinerte Kraft als Gradient einer Energie ist HurkT gegeben. Wir erhalten so

kKTne

q == kTeneVD7e - ET(kDTe) (339)
oder, durch Vergleich mit (3.32) und (3.38)
K2T ne ky 2
Ke = T = Ke= (é) To (3.40)

Diese Relation ist in der Fesikperphysik alsViedemann-Franzsches Gesbé&kannt. Dort
ergibt sich allerdings noch ein Faktat/3 vor Te. Auch im Plasma ergibt eine genauere Rech-
nung einen anderen Vorfaktor(2.2) und man erélt
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(TeleV] )5/2
InA

fur die klassische Elektrone@nmeleitihigkeit im unmagnetisierten Plasma. Wichtig ist die
starke TemperaturaBhgigkeit, die dazuiihrt, dal3 in Fusionsplasmeimigs der Feldlinientir
Temperaturen> 50 eV keine nennenswerten Temperaturgradienten aufrechiten werden
konnen.

Ein Zahlenbeispiel soll dies verdeutlichen: In einem Plasyfinder mit Radius=5 cm
und Lange 1 m soll eine Zentraltemperatur viy¥10 eV erreicht werden. Wir nehmen an,
dal3 quer zur Zylinderachse derawheverlust vernachssigbar ist (dies kann z.B. durch
ein Magnetfeld &ngs der Zylinderachse ereicht werden). Also mul3 ein Teatygradient
von 10 eV auf einer Strecke vdn=0.5 m aufrecht erhalten werden. Integration von Gl.
(3.39) ergibt unter Verwendung von (3.44.) 2/7keTo/L und es fliefl3t ein \@rmestrom von
q=4x10*/17x 10°210/0.5 ~ 4.3 x 10° J/(n?s) zu jeder Wand. Um die Zentraltemperatur
aufrecht zu erhalten, muR also das Zentrum rgitr2 ~ 70 kW geheizt werden. Wegen der
starken Temperaturabhgigkeit erfalt man fir das gleiche Zahlenbeispiel bei einer Zentral-
temperatur von 100 eV bereits eine notwendige Leistung @ff k 0.12= 216 MW (!). Mit
einer einfachen linearen Anordnung ist es also wegen devdthuste nicht mglich, zu ho-
hen Temperaturen vorzudringen. Daéift dazu, daf3 Fusionsexperimente mit magnetischem
Einschluld meist in toroidaler Geometrie arbeiten.

Ke[J/(€VmM9)] = 4.021x 10* (3.41)



Kapitel 4

Thermodynamisches Gleichgewicht

Ein physikalisches System befindet sich im thermodynamisdBleichgewicht, wenn alle
Prozesse mit ihren Umkehrprozessen im Gleichgewicht $hid.wir sehen werden, sind in
Plasmen diese Voraussetzungen nur seltaileNVir werden daher zuichst die zu betrach-
tenden Einzelprozesse, welche die Verteilung von TeilehahStrahlung bestimmen, disku-
tieren. Im Anschlul? werden verschiedene Verfahren zur Beratg von Teilchendichten und
Strahlungsleistung in statiaren Zusianden, die nicht dem thermodynamischen Gleichgewicht
entsprechen, dargestellt.

4.1 Elementarprozesse und Ratengleichungen

Neben den im vorherigen Kapitel diskutierten Coulombfein tragen zahlreiche andere Pro-
zesse zur Ausbildung eines statimen Zustands bei. Die wichtigsten davon sind nachfolgend
aufgefihrt:

Std¥onisation Dreierst@rekombination
At?+e o ATPlid4é (4.1)

Hierbei kennzeichned™ ein Atom der Sorteé\ im Ladungszustand und€ ein Elektron mit
veranderter Energie.

Std3anregung StBabregung
A2 te — (ATH)*+d (4.2)

Dieser Prozefifhrt zu strahlungslosdibergangen (sog. '$tRe zweiter Art); er steht in Kon-
kurrenz zur spontanen Emission.

Photoionisation Strahlungsrekombination
At?+hy o At%lie (4.3)

43
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Bei diesem Prozel3 geht das Elektron von einem gebundenem ifieden Zustand und um-
gekehrtiber; die Photonenenergien sind also kontinuierlich vertes gibt aber eine untere
Grenzenergie, welche der lonisationsenergie des Zustarfdentspricht.

Anregung spontaneEmission
A2ty o (AT9)* (4.9

Hier handelt es sich urdbergange zwischen gebundenen Zrslen; es ergibt sich daher ein
Linienspektrum.

Photoabsorption Bremsstrahlung
A% +hv+e — At24+¢ (4.5)

Das Elektron geht von einem freien in einen anderen freiestatuliiber; das Bremsstrah-
lungsspektrum ist daher kontinuierlich.

Aus diesen Prozessen sollen nun die folgenden Gleichgesgioiien bestimmt werden:

e lonisationsgleichgewicht: Verteilung defadfigkeiten aller lonisationsstufekf sowie
der Neutralerh?.

e Strahlungsgleichgewicht: Aus der Zahl der emittiertentBhen pro Zeiteinehit ergibt
sichgy(v), die emittierte Leistung pro Volumen, Raumwinkel und Frequge,| = W
/ (m3 sr Hz)). Der Indew gibt an, daR es sich um eine differentielled@e handelt, die
Gesamtleistung pro Volumen und Raumwinkel ergibt sich dunédgrationtiber alle
Frequenzen. Die Absorption wird durch den Absorptionskzehtena’(v) charakteri-
siert. Dieser gibt an, nach welcher Wagbe die Strahldichte eines Strahles im Medium
auf das Ye fache abgeschacht wird (a’(v)] =1/m).

Im allgemeinsten Fall stellt maiif jeden der Prozesse (4.1) bis (4.5) eine sogendRaten-
gleichungauf. Diese ist von der Form einer Kontinaisgleichung, d.h.

%] = Quellen- Senken (4.6)

Dabei ergibt sich der Quellterm (bzw. die Senke) aus demuktater Dichten der beteiligten
Teilchensorten und dem entsprechenden Ratenkoeffiziebteser gibt die Zahl von Reak-
tionen (lonisation, Rekombination etc.) pro Zeiteinheitl ichte der beteiligten Teilchen an.
Fur Zweiersbl3e setzt sich der Ratenkoeffizient zusammen aus dem ProeiuRetativge-
schwindigkeit der Teilchen und dem Wirkungsquerschiiittdie betreffende Reaktion. Wir
haben bereits gesehen, dal? die Relativgeschwindigkeiasni&n Aufig gleich der Elektro-
nengeschwindigkeit ist, der Ratenkoeffizieat sich daherdufig als< ove > ausdiicken,
wobei die Klammern eine Mittelungber die Maxwellverteilung bedeuten.
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Die Ratengleichungiir den Prozel} (4.1) schreibt sich dann als

dnzi1
2
dt = NeNz < 07V >stionisation — NeNz+1Bz-+ 1, Dreierrekombination (4.7)

wobei Bz, 1 preierrekombinationder entsprechende Ratenkoeffizieat flen Dreierstol ist. Die
Ratengleichungenif die Gbrigen Prozesse ergeben sich analog. Prinzipiell kann atsm
alle Information durch simultaneisen der Ratengleichungéir falle Prozesse und lonisati-
onsstufen gewinnen. Man el so ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem afzigh
zum mathematisch aufwendigen Problem désuing dieses Systems tritt jedoch eine weitere
Schwierigkeit auf: Die Ratenkoeffizienten sind oftmals nictit der erforderlichen Genauig-
keit berechenbar; experimentelle Daten liegen nur in begeen Umfang vor. Im folgenden
werden wir daher Voraussetzungdver die Giltigkeit des thermodynamischen Gleichgewich-
tes machen und somit einen anderen Zugang zu der Berechnuhgjldaen- und Strahlungs-
dichten finden.

4.2 Vollstandiges Gleichgewicht

Im vollstandigen thermodynamischen Gleichgewicht ist jeder eirezBrozeld mit seinem Um-
kehrprozel3 im Gleichgewicht (detailliertes Gleichgew)icbas Systemdl3t sich dann durch
Angabe einiger weniger thermodynamischer Variablen dtarsieren. Diese sind z.B. die
TemperatufT, der Druckp und das chemische PotentjalDie Temperatur allein bestimmt
bereits die Gleichgewichte von Teilchen und Strahlubgr die folgenden Gleichungen:

e Die Teilchengeschwindigkeiten jeder Teilchensorte sincck die Maxwellverteilung
(2.29) gegeben.

e Die Besetzung der Energieniveaus eines Atoms folgt der Baltresetzung

E.—E)
Mk _ Ok o= et (4.8)
ne g

wobeigi die Entartung dek-ten Niveaus bezeichnet.

e Wie aus der Thermodynamik bekannt, berechnet sich hierauStcahldichtel, d.h.
die Leistung pro Fche, Frequenz und Raumwinkel nach der Planckschen Foiamel f
die Schwarzkrperstrahlung

3
L= 1 _gm (4.9)

¢ el -1

Die Einheit ist alsdB,] = W / (m? sr Hz).
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e Die abgestrahlte Gesamtleistung pradte ergibt sich nach dem Stefan-Boltzmann Ge-
setz zu

Eges= 0T (4.10)
mit 0 =5.67x 108 W/ (m? K%).

e Die Teilchenzahl in unterschiedlichen lonisationsstuienechnet sich nach d&aha-
Gleichung

2TMek )32 w,
nzl:zlne g;JZrl( T[m;3 ) e*kaZ (4.11)

wobeiW z die lonisationsenergie der Ladungsstdfest.

Die Ableitung der Saha-Gleichung gestaltet sich wie folgt:Gleichgewicht istd/dt =
daher &3t sich Gleichung (4.7) umschreiben in

Nz+1Ne < OzV >stddionisation = f(T) (4.12)

nz BZ+1 Dreierrekombination

Diese Gleichung hat die Form eines Massenwirkungsgestirzeg,nz 1 undne. An Stelle
der Auswertung der Ratenkoeffizienten kann man im thermadis@nen Gleichgewicht die
temperaturabdingige Reaktionskonstante wie folgt berechnen: Dasalis der Besetzung
der unterschiedlichen lonisationsstufenatiman aus der Boltzmannbesetzung

n _Ezi1-B7 Wiz
z+1  Oz+1 =25 w4 gz+1e a4 (4.13)

- _—_=T"p — 2T

nz 0z 0z

Die Dichte der freien Elektronen bei der Energle ist nach Gl. (2.6) dne =
gd(E)exp(—E/kT)dE. Das Produkinz1ne/nz ergibt sich daher durch Integratidrer alle
Energien

. 1/2
Nz+iNe _ 9z+ e_TTZ 2”’@ /\/_e x dE (4.14)
nz 0z meh3

Das Integral ergibt 12,/T(kT)%/2, so daR man als Endergebnis Gl. (4.11)drh

Die obige Ableitung barcksichtigte nur die Grundzustde der einzelnen lonisationsstufen.
Eine genauere Ableitung zeigt, daf3 bei Beksichtigung der angeregten Zastle die Entar-
tungsgradeyz durch die Zustandssumn@@, = 39z kexp(—(Ezx — Ei1k)/(KT)) zu ersetzen
ist. Die Summation veéuft dabeiiber alle angeregten Ziastdek einer lonisationsstufe.

Beim Wasserstoff liegen die angeregten Niveaus bei relatieh Energiens 10 eV) und so-
mit ist bei niedriger Temperatur haupthlich der Grundzustand bikert. Hier B3t sich also
mit W =13.6 eV,ne = nj = Nz, 1,Nz = Np,go = 2 undg; = 1 der lonisationsgradif T ~ 1
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eV direkt mit Gl. (4.11) alsf (n,T) berechnen. Die lonisationsgrenze in Fig. 2.1 wurde nach
dieser Formel ausgewertetiiFDichten> 10°°> m—2 muR man allerdings in Saha-Gleichung
die Erniedrigung der lonisationsenergie durch die atom&r€elder (Mikrofelder) beick-
sichtigen.

4.3 Lokales thermisches Gleichgewicht

In der Praxis sind die Bedingungeiir fdas vollsandige thermodynamische Gleichgewicht fast
nie erfllt. Dies liegt daran, daf3 in Plasmen generell Temperanua-Dichtegradienten auftre-
ten. Man behilft sich damit, Bereiche zu definieren, in denerGtadienterdngen grol3 gegen
die freie Wegange von Teilchen und Photonen sind. In diesen Bereichen ikeamfir das
Plasma aherungsweise konstante Dichte und Temperatur annehnmehdi®se Verhltnisse
gegeben, spricht man vom lokalen thermodynamischen @jewicht (LTE). Diese Beschrei-
bungsweise trifft vor allem im Sonneninneren recht gut zu.

Bei hinreichend hoher Stofdrate sind die StoRBionisationéDs®3rekombination (4.1) und
StoRRanregung/StoRabregung (4.2) im detaillierten Gimalicht und somit gelten Maxwell-
verteilung, Boltzmannbesetzung und Sahagleichung. Eibl®moergibt sich bei den Prozes-
sen (4.3) bis (4.5). Hier sind Photonen beteiligt. Im dé&xten Gleichgewicht iaissen genau-
so viele Photonen emittiert wie absorbiert werden. In dexrist dies oft nicht der Fall, da
Photonen im Plasma eine relativ grol3e freie \@agk haben und somit entweichémken.

Dies sieht man soforii ein kugelbrmiges Fusionsplasma von Radius1l m, T = 10 keV
undn = 10°° m—3. Im thermodynamischen Gleichgewicht &bg sich die abgestrahlte Lei-
stung nach (4.10) z@aq = 41r20T* = 1.4 x 10°® W(!). Die gespeicherte Energie bagt
41r3nkT = 2 x 10° J, d.h. die gespeicherte Energiéinde in~ 10-?° s abgestrahlt. Ein Fu-
sionsplasma kann also hieglich der Strahlung nicht im thermodynamischen Geichgktvi
sein. Damit sind die Planck’sche Strahlungsformel und daa8-Boltzmann Gesetz nicht
mehr anwendbar.

Eine genauere Untersuchung der Strahlung mufd daher vortrdétudgstransportgleichung
ausgehen. Sie ist wiederum von der Form einguifnlichen) KontinuttsgleichunglL, /dx=
Quellen— Senkerfur die Strahldichtd., d.h. die Leistung pro Eche, Frequenz und Raum-
winkel. Als Quelle hat man den Emissionskoeffizienten dwpbntane Emissiog, (v) sowie
den Beitrag der induzierten Emissidh, /dx= BL, zu beiicksichtigen ] = 1/m). Die Senke
bildet die Absorption von Photonen, ddl, /dx= —al, ([a] = 1/m). Wir erhalten also

dL

G =& (@B (4.15)
Wir fassen nun(a — 3) zum effektiven Absorptionskoeffizientew' (v) zusammen. Diese
Grolze wurde bereits oben eingbft. Nach Zusammenfassen und Divison duxtolgt

1dL, ¢
ad_): = a_"/ —Ly (4.16)
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Das Verfaltnise, /a’ erhalten wir analog zur Ableitung der Planck’schen Formeler Ther-
modynamik mit Hilfe der Einsteinkoeffizientetirf Emission und Absorption zwischen zwei
Niveaus 1 und 2 mit Besetzungsdicmeundn, aus dem Prinzip des detaillierten Gleichge-
wichts:

& C Axiny ¢ Ao 2o
a’lLy 4ml, (Biong —Bping)  4mly Bpimp—np  LyC2np—np
Dabei haben wir die aus der Atomphysik bekannten Relatidhen= B,1 und Az1/Bo1 =

grhv3/c3 verwendet. Wie oben e#tnt, gilt bei geiigend hoher StoRrate die Boltzmannbe-
setzung der Niveaus 1 und 2 und wir erhalten

(4.17)

e 2hvd 1

N S T 4.18

a- @ om0 (4.18)
Diese Beziehung ist als Kirchhoffscher Satz bekannt. Beiigend hoher Stof3rate gilt es
auch dann, wenn die Photonen selbst entweichiamé&n, d.h. wenn die Bedingungeiir f

Schwarzkrperstrahlung nicht mehr gegeben sind.
Mit dieser Beziehung@&nnen wir die Strahlungstransportgleichung (4.15) unmresblen

— =Y =By (T)-Ly (4.19)

Es ist zweckmlRig, die dimensionslose Variableeinzuihren. Diese bezeichnet man ajs-
tische Dicke

Xo
T :/a’dx (4.20)
X

Das Integral erstreckt siclamgs des Sichtstrahls von einem ®itn Plasma zum Orkg, an
dem die Strahlung detektiert wird. Die Strahlungstrangpeichung &3t sich danndsen und
wir erhalten

Ly(T) =By(T)(1-€™) (4.21)

FUrt < 1 wachst also die Strahldichte linear mit der Schichtdickesel Fall wird als optisch
diunn bezeichnet.liF T > 1 (optisch dicker Fall) @ahert sich die Strahldichte asymptotisch der
Schwarzkrperstrahlung an.

Wie bereits oben erahnt, liegt in Plasmen oft der optisckithe Fall vor, v.a. bei der Konti-
nuumsstrahlungiir die der Absorptionskoeffizient klein ist. Diésdert sich in der Bhe der
Resonanzlinien, d.h. bei Frequenzen, die den AnregungefAtdere aus dem Grundzustand
entsprechen. Fig. 4.1 zeigt eine Modellrechnuingdie optische Dicke der Lyman Serie des
Wasserstoff in einem kalten, dichten Plasma, wie es z.Bstyplir eine Bogenentladung ist.
In der Nahe der Linienzentren wird v.aqloptisch dick (die Linienverbreiterung durch Dopp-
lereffekt ist starkiibertrieben dargestellt). Dies findet sich wieder im Emissspektrum, das
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in Fig. 4.2 dargestellt ist: Im Linienzentrum erreicht digaBldichte den durch die Planck-
Kurve gegebenen Wert, im Kontinuum verschwindet sie psaktiDaher liegt die abgestrahl-
te Gesamtleistung weit unter dem mit dem (durch IntegratemPlanck-Kurve gewonnenen)
Stefan-Boltzmann Gesetz berechneten Wert.

10 L 1 1 1 1

Lyman-Absorptions-Spektrum

Ly

T T T T
95 100 105 110 115 120 125

Abbildung 4.1: Optische Dicke eines Plasmas im spektralen Bereich der Lyar@erie.

Befindet sich vor dem Emissionsvolumen mhit= T; eine kalte Gas- oder Plasmaschicht mit
T =T, < T1, welche an den Resonanzlinien stark absorbierend ist, s digr Strahlung
dort re-absorbiert und -emittiert. Die Strahldichte deemaittierten Strahlung erreicht jedoch
maximal den durclBy,(T2) gegebenen Wert. Wird zum Beispiel das Licht einer Plasmaent-
ladung mitT; = 1 eV im vorgelagerten Gas von Raumtemperaiisr~ 0.03 eV) absor-
biert und re-emittiert, sodllt die Strahldichte im Linienzentrum mindestens um dektéia
Bv(T2)/By(T1) ~ expg—33) ~ 10 1° ~ 0. Da die Dopplerverbreiterung mit der Temperatur
abnimmt, &llt die Strahldichte im Linienzentrum auf ein Minimum. Bisst in Fig. 4.2 ange-
deutet. Den Effekt bezeichnet man &lelbstumkehder Linien.

Ein weiteres Beispiel findet sich in der Sonne: Dort wird dis dar (optisch dicken) Photo-
sphare abgestrahlte Kontinuumsstrahlung im kalten Gas den&yeripherie absorbiert; da
das kalte Gas nur bei den Wasserstoffspektrallinien sesmksorbiert, ergeben sich Absorpti-
onslinien im Sonnenspektrum bei den Frequenzen der Wasie3pektralserien. Diese sind
als Fraunhoferlinierbekannt.
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Abbildung 4.2: Strahldichte der emittierten Strahlunir fdie Parameter aus Fig. 4.2. Die
Strahldichte der Linienzentreréhert sich der ebenfalls eingezeichneten Strahldichtesein
schwarzen Strahlers an. Die gestrichelte Linie beschagibt~all einer vorgelagerten kalten
Schicht niedrigerer Temperatur; es tritt Selbstumkehr auf

4.4 Koronagleichgewicht

Mit abnehmender Dichte wird die Stol3rate so klein, dal? desllikerte Gleichgewicht auch in
den stol3bestimmten Prozessen (4.1) und (4.2) nicht melebgagst. Wir erhalten dann ein
nicht-thermisches Plasma. Der kritische Prozel} ist hietiegeDreierstof3rekombination, der
mit n2nz, 1 sinkt. Dagegen sinkt bei abnehmender Dichte die Riatelie Strahlungsrekom-
bination in (4.3) nur minenz 1, wahrend der inverse Prozel3, die Photoionisation, wegen der
grof3en freien Weg@inge der Photonen immer unwahrscheinlicher wird. Bei gerifijchte

wird also die lonisation haugshlich durch StofR3ionisation, die Rekombination durchistra
lungsrekombination geschehen. Die dabei entstehendemori®@overlassen in der Regel das
Plasma, ohne re-absorbiert zu werden. Die entsprechendendRzichungeniir die lonisati-
onsstufen eines Atoms der Kernladufjgsind dann von der Form

dno

E = —<K O-Ovionv > nen0+ < O-].,I'EKV > nen]_ (422)
dnz

E = — < O-Z’ionv > nenz— < 0-Z7rekv > nenz

+ < 0z-1jonV> NeNz_1+ < Oz41rekV > NeNzi1 (0<Z < Zk)  (4.23)
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dnz,
dt

= — < Oz rekV > NeNzy + < Oz¢—1jonV > NeNz—1 (4.24)

Dieses Modell wurde zuergiif die Sonnenkorona entwickelt; es wird daher auchkal®ona-
lonisationsgleichgewicHhsezeichnet. Im stati@ren Fall verschwinden die zeitlichen Ablei-
tungen und wir erhalten die allgemeinédung

Nzy1 < 0zjonV>

(4.25)
nz < Oz+1,rekV >

Nach dieser Formel lassen sich also bei bekannten Wirkwegschnitten &mtliche lonen-
dichten im Koronagleichgewicht berechnen. Da die Wirkapgsschnitte und die Geschwin-
digkeitsverteilung der Elektronen nur eine Funktion demperatur sind, kann mariif ein
gegebenesaumliches Temperaturprofil(r) im Plasma die relativen &ufigkeiten der ver-
schiedenen lonisationsstufen als Funktion des Ortesyechnen. Fig. 4.3 zeigt das Ergebnis
einer solchen Rechnungirf Wolfram in einem Fusionsplasma mit einer Zentraltemijpera
von= 2.5 keV. Die einzelnen lonisationsstufen ordnen sich iresagnten 'Schalen’ an; die
hochsten lonisationsstufen werden im heil3en Zentrum desralsir = 0) erreicht.

In der Fusionsforschung versteht man unter Korona-Glewitht neben dem lonisations-
gleichgewicht (4.25) auch noch das analoge Strahlunggglewicht: Mit sinkender Dichte
nimmt auch die Wahrscheinlichkeitif die StoRabregung abakrend die spontane Emission
als Abregungsmechanismus unahbig von der Dichte ist. Somit stellt siclarfdie Strahlung
ein Gleichgewicht zwischen StoRanregung und spontanesdioni ein. Die entsprechende
Ratengleichungtir die Dichte des angeregten Zustakasgibt sich dann zu

d

d_r:< = NoNe < OkV > —nk;Akg (4.26)
wobei angenommen wurde, daf3 die Anregung nur aus dem Grstadzierfolgt undy, der
Einsteinkoeffizient iir spontane Emission désbergangk — /¢ ist. Im statioren Zustand
ergibt sich

YA

Die lokale Linienemissivit bei der Frequenz = (Ex — Ep) /h ergibt sich daraus wie folgt:
Jedes angeregte Atom emittiert mit der Ratg Photonen der Energla; daher folgt fir die
lokale Strahlungsleistung pro Volumen

(4.27)

Axm
> oA
wobei Aym/ S ¢ Ay auch alsVerzweigungsverdiltnis (Branching Ratio) bezeichnet wird. Un-

ter Kenntnis der atomaren Daten kann man mit diesem Ausdtigcitrahlungsleistung im
Koronagleichgewicht berechnen.

€m = NoNe < OkV > hv (4.28)
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Abbildung 4.3: Haufigkeitsverteilung der verschiedenen lonisationsatuée Wolfram in
einem Fusionsplasma der Zentraltempe El(w 0)=2 5 keV, berechnet nach dem Koro-

namodell.



Kapitel 5

Tellchenbewegung im Magnetfeld

Wir hatten bereits die Wirkung elektrischer Felder auf dasPha untersucht: Siéliren zu ei-
ner Beschleunigung der Teilchen und, zusammen mit den Cosldf$dn, zum Auftreten elek-
trischer Stome. Wir hatten jedoch auch gesehen, dafl} externe elekisob&aFelder nur auf
der Gblienordnung der Debyeahge in das Plasma eindringeirken; die Kontrollmglich-
keit Uber ein Plasma durch solche Felder ist also stark eingaskiiim Gegensatz hierzu
ist eine Kontrollndglichkeit durch extern erzeugte magnetische Felder gegatasB-Feld
bindet die geladenen Teilchen an die Feldlinien. In derdngorschung wird der Plasmaein-
schlul3 daher haugishlich durch Magnetfelder vorgenommen. Auch im Weltalekgm Ma-
gnetfelder eine wichtige Rolle, indem sie die Teilché@hren. Ein Beispiel hietir ist die in
Kap. 1 bereits eréhnte Fihrung hochenergetischer Teilchen der kosmischen Strghiu
Erdmagnetfeld, die zum Auftreten des Polarlichi@st.

Wir wollen daher im folgenden die Teilchenbahnen im Maggldttintersuchen. Diese soge-
nannteEinzelteilchenbeschreibumgpt einen erstetlberblickilber die Effekte, die im System
'Plasma + Magnetfeld’ auftreterdkinen. Sie bércksichtigt aber nicht die Wechselwirkung der
Teilchen untereinander, sodaf3 kollektive Effekte nichitékt beschrieben werden. Eine kor-
rekte Beschreibung dieser &fomene muld im Rahmen einer Vielteilchentheorie geschehen.
Dazu werden wir im &chsten Kapitel die MHD (Magnetohydrodynamik) kennerdarn

5.1 Bewegung im konstanten Magnetfeld

Die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens im Miadghétt durch die Lorentzkraft
bestimmt

nv=F_=qvxB (5.1)

Hierbei istq die vorzeichenbehaftete Ladung des Teilchens (g —1.6 x 10712 C). Wegen
FL L Bistmv| =0, d.h. die Teilchenbewegung parallel zum Magnetfeld wictitbeeinflul3t.
Fur die mitv |, der Geschwindigkeit senkrecht zum Magnetfeld, verbuadémetische Ener-
gieW, erhalten wir

53
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d 1
a2
d.h. die Senkrechtenergie bleibt erhalten. Nur die RichtgrgGeschwindigkei&ndert sich.
Aus der Elektrodynamik wissen wir bereits, daf geladenieAen im Magnetfeld eine Kreis-
oder Gyrationdewegung aushren. Auf der Kreisbahn wird die Zentrifugalkraft’r gera-

de durch die Lorentzkraft kompensiert. Wir erhalten alsodie Zyklotron- oder aucthar-
moiffrequenzuw

mé)=nv, v, =qv,-v, xB=0 (5.2)

MZr = gulB — 0 = % (5.3)

Das Vorzeichen vony ist somit nach Definition immer positiv; das Vorzeichen gmntschei-
det aberuber den Drehsinn der Gyration. Elektronen und Protoneerabtgegengesetzten
Drehsinn imB-Feld. Dies ist in Fig. 5.1 veranschaulicht.

Proton

aVaVaValhl
VAVAVIE

J\J U

Abbildung 5.1: Gyrationsbewegung von Protonen und Elektronen im magretis Feld
Der Gyroradius ist nicht malggtlich dargestelltr( e < ry_j).

Die Gyrationsbewegung der Teilchen erzeugt einen Kreisstdas hierdurch erzeugte Ma-
gnetfeld ist dem urspinglichen entgegengerichtet. Ein Einzelteilchen &érsich also immer
diamagnetisch

Einsetzen der Zahlenwerte ergilit die Elektronenzyklotronfrequenz

wee[HZ] = 1.76 x 1011B[T] (5.4)

Die lonenzyklotronfrequenay; ist um den Faktome/m niederiger.
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Die Gyrobewegung kann sowohl zur Diagnostik als auch zwsrRédneizung verwendet wer-
den:

e Bei der Elektronenzyklotronemissionsspektroskopie (ECiE] die Elektronzyklotron-
strahlung ausgenutzt: Die Kreisbewegung entspricht éeschlsunigung der Ladung;
daher strahlt das Elektron bei der Frequenrzg (und, wegen relativistischer Effekte,
auch bei den Harmonischemwoee). Wegen des Resonanzcharakters ist diese Strahlung
oftmals optisch dick; danr@Bt sich aus der AbsolutinterigitiberBv(T) die Temperatur
der Elektronen bestimmen. Diseses Verfahren findet in deioRaforschungdwufig An-
wendung. Wegeny;j < e ist die Intensiat der lonenzyklotronstrahlung viel geringer
und diagnostischen Zwecken im allgemeinen nich&nggjich.

e Eine eingestrahlte elektromagnetische Welle mit der Feegw: kann Energie auf die
Teilchenubertragen; dies ist das Grundprinzip der resonanten Hgider Elektronen
(ECRH = Electron Cyclotron Heating, bzw. ICRH). Aus GI.(5.3) drge sich die Re-
sonanzfrequenzerif ein Fusionsplasma mB =2 T zuvee = 56 GHz bzw.v = 30
MHz. Auf diese Heizmethoden werden wirdpr audfihrlich eingehen.

Da bei einer Kreisbewegung= rw gilt, kbnnen wir den Gyrations- oder Larmorradiysm
thermischen Plasma mit/Imvi = KT (2 Freiheitsgrade senkrecht Biangeben:

mv,  V2mkT s\ TeleV]
.= = — ILelm] =3.38x 10 55
=g = g8 Lelm) B[T) :9)

Fur 2 T und 1 keV ergibt sich e = 53um undr; = 2.2 mm. In Fusionsplasmen sind also
beide Gyrationsradien klein gegen die Sys&emgle. Die Teilchen folgen daher in ersteihé-
rung den Feldlinien; man spricht auch von einemagnetisierten Plasmallgemein ist die
Bewegung, wegen désberlagerung der vom Magnetfeld unbeeinfluRten Bewegurajlphr
zu B, eine Schraubenliniéhgs des Magnetfelds. Dies ist in Fig. 5.1 dargestellt.

5.2 Teilchendriften: 'Der Guiding Centre’ Ansatz

Zusatzlich zur Lorentzkraft kann in der Bewegungsgleichung eueitere Kraft- auftreten.
Der allgemeine Fall schreibt sich dann als

m/=F+quxB (5.6)

Es ergeben sich im allgemeinen keine geschlossenen Khgishamehr. Br raumlich und
zeitlich konstante® und F macht man den sogenannten 'guiding centre’ Ansatz. Diesetr g
davon aus, dal3 die duréhverursachte Bewegung der Gyratiobherlagert wird. Man et
dann eine Bewegung desifirungszentrums: (d.h. des Mittelpunktes des Gyrationskreises)
und,uberlagert, die Gyrobewegung des Teilchens um dasuhgszentrum herum. Diese wird
ausgedickt durch einen Vektorg, der vom Ortr des Teilchens zum Gyrozentrum zeigt und
dessen Betrag den Wert des lokalen Gyroradius hat:
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: m
re=r-+rg mit rg:qT'ZVXB (5.7)
Dies ist vor allem danniitzlich, wenn die Bewegung des Gyrozentrums langsam im &fety|
zur Gyrationsbewegung ist; dann stelltdie Uber die Gyrationsbewegung gemittelte Bahn-
kurve des Teilchens dar. Dies ist, wegen der hohen Gyrdtemsenz, Aufig der Fall. Fig. 5.2
verdeutlicht die Geometrie.

Abbildung 5.2: Aufspaltung der Bewegung eines Teilchens im Magnetfeld aul8erer
Kraft in Gyrationsbewegungy und Bewegung desifarungszentrums..

Die Geschwindigkeit/c des Rihrungszentrumsaldt sich nun mit Hilfe der Bewegungsglei-
chung ausdicken:

. m dv 1
Vc—rc—V—i—qT.zaXB—V—f—q?'z(F—'—qVXB)XB (58)

der letzte Ausdruckdl3t sich mit Hilfe der Vektoridentit
(vxB)xB=(v-B)B—B* =B —B=-B, (5.9)
weiter vereinfachen. Wir erhalten

FxB

V_V—i—F><B V|, =V +

s (5.10)

Somit zeréllt v¢ in zwei Anteile:

e Die Parallelwegegung; wegenx B L B ist diese durclmv = F gegeben.
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e Die Bewegung senkrecht ZzuundB. Da diese trotz konstanter Kraft nicht beschleunigt,
sondern mit konstanter Geschwindigkeit erfolgt, wird aienlich der mittleren Elektro-
nenbewegung beim Transport, &siftgeschwindigkeivp bezeichnet. Sie ist gegeben
durch

v _F><B
D= 9B

(5.11)

Es geht also nur der Antell | ein.

Im folgenden wollen wir einige Driften auf Grund untersatieher Krafte F untersuchen.

E x B Drift
Liegt ein externe&-Feld vor, so isF = gE und somit

ExB
-

Die Driftgeschwindigkeit ist ladungsunadihgig und @r Elektronen und lonen gleich. Dies
fuhrt zu einer globalen Bewegung des Plasmas senkrecht zutrisgleen und magnetischen
Feld. Fig. 5.3 veranschaulicht die Driftbewegung: \Uéirie Bahnkurve des Teilchenarigs
desE-Feldes, so nimmt es Energie auf imndund damit auchr. wachst. Kehrt das Teilchen
seine Bewegungsrichtung um, so verlangsamt sich die Bewegunalgder Gyrationsradius
wird wieder kleiner. Das &thrungszentrum vollfhrt dadurch die Driftbewegung senkrecht zu
E.

(5.12)

Proton

Elektron

Abbildung 5.3: Veranschaulichung déf x B Drift: Das E-Feld zeigt iny-Richtung, das
B-Feld in die Zeichenebene hinein. Die Drift erfolgt aléodgs dex-Achse. Wiederum sind
die Gyroradien nicht mal&lich.
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Gleichung (5.12)aRt sich auch mit Hilfe der Lorentztransformation deutesxr&(3 der Trans-
formationE’ = E + v x B verschwindet im mitbewegten System gerade Edeld und das
Teilchen fihrt nur die Gyrobewegung aus.

Gravitationsdrift

Im Gravitationsfeld wirkt die KrafE = mg, sodal die Gravitationsdrift durch

~ mgxB
Vp = QBZ
gegeben ist. Diese Bewegurait sich anschaulich analog Ztix B Drift deuten: Wiederum
gewinnt das Teilchen bei Bewegun@nhsg Energie, vidkhrend es in Gegenrichtung Energie
verliert.

Die Gravitationsdrift ist ladungsaBhgig und @ihrt zur Ladungstrennung und zu einem Strom

(5.13)

. xB m

Jg = Nee(Vi —Ve) = Ne 5 () +me) (5.14)
Dieser ist in Laborplasen kleiniffB = 1 T undne = 10?° m~3 ergibt sichjg = 10-6 A/m?2. In
kosmischen Plasmen, in denen die Gravitationskraft ofiramle dominante Rolle spielt, sind
diese Effekte jedochdufig nicht zu vernacBksigen.

Diamagnetische Drift

In Anwesenheit eines Druckgradienten erfahren die Tefl&ee weitere Kraft: Die Kraft auf
ein VolumenelemerdV des Plasmas ist durch die Druckdifferenz gegebenFd.dv = —Op.
Im Volumenelement befinden siéN = ndV Teilchen, sodald pro Teilchen die KraftIp/n
ausgéibt wird. Dies fihrt also zu einer Drift

v __Dpr
T

Anschaulich &Rt sich diese Drift an Hand von Fig. 5.4 wie folgt deuten:

Zur Vereinfachung betrachten wir nur die Elektronen, dendRgradient werde durchine
verursacht (d.hTe = cons). Dann nimmt&ngs des Druckgradienten die Zahl der gyrierenden
Teilchen zu. An einem beliebigen Punkt im Plasma bewegdnadgn mehr Teilchen in posi-
tive y-Richtung; die Elektronen scheineny¥Richtung zu driften. Man beachte aber, daf3 man
es nicht mit einer Massenbewegung zu tun hat; die Teilchbstskeleiben an ihrem Ort. Es
entsteht jedoch ein Strom

(5.15)

UpxB
—

jo= (5.16)
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Abbildung 5.4: Veeranschaulichung der diamagnetischen Drift der Elelgnonin zeigt in
x-Richtung, da8-Feld in die Zeichenebene hinein. Die Drift erfolgt al&aads dey-Achse.

Dieser ist so gerichtet, dal3 das von ihm erzeugte Magnatieddurspiingliche Magnetfeld
im Gebiet hohen Druckes schwht. Das Plasma vt sich also diamagnetisch; man spricht
daher auch von der diamagnetischen Drifir Bie lonen gelten die gleichen Véidmnisse.

Multiplizieren wir Gl. (5.16) vektoriell von rechts mB und benutzen Gl. (5.9), so erhal-
ten wir j x B = [Op,. Ein Druckgradient senkrecht zum Magnetfeld wird also imshia
durch einen diamagnetischen Strom kompensiert. Diesebiig werden wir in der MHD-
Kraftgleichung wieder begegnen.

Polarisationsdrift

Wir wollen nun die Teilchenbewegung in Anwesenheit einaticle veranderlichen elektri-
schen Feldes untersuchen. Hier ergibt siclazlieh zu der oben abgeleitetEnx B-Drift auch

eine Bewegung in Richtung désFeldes. Dies kann anschaulich an Hand von Fig. 5.5 verstan-
den werden. Dabei nehmen wir der Einfachheit halber an, Eassler Zeit linear anwachse.
Wie bei derE x B-Drift wird das Teilchen parallel zum E-Feld beschleunigtabgebremst,
wenn es dem E-Feld entgegauft. Da nun aber das E-Feldastlig anvéchst, kompensieren
sich die inx-Richtung zuickgelegten Wegstrecken nicht und es bleibt eine Kompendet
Bewegung in Richtung des E-Feldésrig.

Die Polarisationsdrift kann aus der Bewegungsgleichungdieitet werden. & die Geome-
trie aus Fig. 5.5 gilt:

myx = qwB;+ gk« (5.17)
my = —qwB; (5.18)
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¥ B

E (dE/dt > 0)

Abbildung 5.5: Zur Vleranschaulichung der Polarisationsdrift: Bei zeitlanwachsendem
E-Feld schliessen sich die Gyroradien auck #freldrichtung nicht mehr und zatlich zur
E x B-Dirift ergibt sich eine Drift in Richtung voE.

Nochmaliges Ableiten von (5.17) nach der Zeit und Einsetzen(5.18) liefert

IS

m
Wir sind nur an der Driftbewegung interessiert, d.h. winken (5.19)iber viele Gyrationspe-
rioden mitteln. Dann verschwindet der Term mit der zweigeti Zeitableitung (der von der
Gyrationsbewegung her stammt) und wir erhalten die Palaoissdrift:

My = ——B2Vy 4 Ex (5.19)

m .-

Da die Geometrie beliebig war, gilt dieses Ergebnis allgam#&egen der Ladungsaahgig-
keit fuhrt die Polarisationsdrift zu einem Polarisationsstr@eser wird wegen der grossen
lonenmasse im wesentlichen von den lonen getragen:

. nm .
Der Name Polarisationsstrom ekl sich aus der Analogie zum Polarisationsstrom in den
Maxwellgleichungen, welcher auch einerEyroportionalen Stromdichte entspricht. Der Po-
larisationsstrom ist wichtig beim Aufbau elektrischerdezlim Plasma. Dies soll im folgenden
gezeigt werden:
Wir betrachten einen fiktiven Kondensator, der mit einem megigierten Plasma gdft sei,

wobei dasB-Feld parallel zu den Platten verlaufe. Aus der Elektrodyikavissen wir, dass
beim Aufladen eines Kondensators durch die auf die Konderatten aufgebrachte freie
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Ladungpsrei die dielektrische Verschieburg genaR [0 - D = psrej bestimmt ist. Das elek-
trische FeldE im Kondensator bestimmt sich hingegen mit der Dielektiizsikonstante zu
E = D/(gog). Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung erhalten wir

D'D:pfrei:—D'jfrei:_D'(j_jgeb) (5-22)

wobei der gebundene Strofgep gerade durch den Polarisationsstrom gegeben ist. Den Ge-
samtstronj erhalten wir aus der Maxwellgleichung

I . 1 :
sodass sich Glg. (5.22) wie folgt schreibésdt:

0 nm
aD(D—SoE—?E) =0 (5.24)
Aus dieser Gleichung folgt schliesslictirfdie senkrechte Dielektritskonstante eines ma-

gnetisierten Plasmas:

nm c?

a:1+§:1+€ (5.25)
wobei va = B/,/Honm die sogenannte Alfven Geschwindigkeit ist, die uns bei desi-W
lenprAnomenen wieder begegnen wird. Sie ist im allgemeinen gegen die Lichtgeschwin-
digkeit, sodass sehr grof3e Werte annimmt. Ein magnetisiertes Plasma softaimerE-Felder
wirkungsvoll ab. Ladungstrennunghirt hauptachlich zurk x B-Drift und somit zur Aufnah-
me kinetischer Energie (d.E bewirkt eine Beschleunigung des Plasmas); der Polarisation
strom schliesst das Feld senkrecht zum Magnetfeld kurz.

Dies sieht man auch an der Energiebilanz:

1 1 1 1 E?

= ZE-D=ZegeE? = ZggE% + nm—;

Wot > €0 SE0E"+ oMo

wobei der erste Summand die EnergiedichteElé®ldes darstellt, der zweite genau die kine-

tische Energiedichte des Plasmas auf GrundedeB-Drift angibt.

(5.26)

[IB Drift

Bisher hatten wir vorausgesetzt, daf 8aseld zeitlich und aumlich konstant sei. Im allge-
meinen FalB = f(x,t) kann man die Bewegungsgleichung nicht mehr geschlogsen | Der
Guiding Centre Ansatz bleibt jedoch dann ein guter Ansatnnadie Skala dergumlichen
bzw. zeitlichen Variation deB-Feldes klein gegen die typischen Skalen der Gyrobewegung
sind. Dies ist der Fall, wenilB < B/r bzw B < wcB. Unter dieser EinscAnkung kbnnen

wir die Drift im inhomogenen Magnetfeld durch Gl. (5.11) beseiben.
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Im inhomogenen Magnetfeld erfahren die geladenen TeileinKraft auf Grund des Gradi-
enten der Feldatke. In der Atomphysik (Stern-Gerlach-Versuch) hattenbereits gesehen,

daf sich diese Kraft als
F=—pOB mit B=,/BZ+BZ+B2 (5.27)

schreibendf3t, wobeipy das magnetische Moment des Teilchens ist. Es ergibt sicliems
Produkt des mit der Gyrobewegung verbundenen Kreisstroxsler vom Strom umrandeten
Flache:

e, gB/mvin2 MV End
H=IA=az mi= 2m< 9B > 28 B (5.28)
Die Kraft bewirkt eine Drift senkrecht zum Gradienten undBamit der Driftegeschwindigkeit
mv¢
=——=[BxB 5.29
VD 2qB3 X ( )

Anschaulich &uft das Teilchen bei der Gyration in Bereiche untersclobdli Magnet-
feldstarke und daher variiert der Gyroradiuglwend eines Umlaufes analog zur Darstellung
in Fig. 5.3.

Kr mmungsdrift

Wegenl - B = 0 bedingt ein Gradient der magnetischen Féld&t im allgemeinen auch eine
Krimmung der Feldlinien. Folgen die Teilchen den Feldlingenerfahren sie im gedmmten
Magnetifeld auf Grund ihrer Parallelgeschwindigkeit eftemtrifugalkraft. Bei einer Kreisbe-
wegung ist diese vom Betrdg = mw?r = mvﬁ/r; im allgemeinen Fall hat man den Radius
durchR;, den lokalen Kiimmungsradius zu ersetzen. Dies ist der Radius des Schmaesgpek
im betrachteten Ortspunkt (siehe Figur 5.6).

Er berechnet sich im Vakuunil(x B=0) zu

O :

R~ B
Die Zentrifugalkraft zeigt also in Richtung vonlB, so dal3 man iUr die sogenannte
Krimmungsdrift

(5.30)

mv2

_ M
Vo =~ ;s BxB (5.31)

erhalt.
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Abbildung 5.6: Zur Definition des lokalen KimmungsradiuRc.

Anwendung: Driften im toroidalen Magnetfeld

Wir kdnnen di€B und die Kilmmungsdrift zusammenfassen:

vD:é%wﬁ+;ﬁmeB (5.32)

Die gesamte Drift im gekrmmten Magnetfeld ist somitmerungsweise proportional zur ki-
netischen Energie des Teilchens. Wir untersuchen nun dfe d@adener Teilchen im rein
toroidalen Magnetfeld. Dies beschreiben wir, wie in Figuf 8argestellt, in einem Zylinder-
koordinatensysterR, ¢, z.

Das Toroidalfeld ist dann durdby, = BoRo/Rey gegebenk sei die Feldsirke im Plasmazen-
trum R = Ry). Fur den Gradienten des Feldes erhalten wir so

Ro
R2
Der Gradient zeigt irR-Richtung, d.h. die Drift erfolgt ire-Richtung. Da die Drift im in-
homogenen Magnetfeld nach Gl. (5.32) vom Vorzeichen deuhgdies Teilchens aBhgt,
driften Elektronen und Protonen in unterschiedliche Riogtum Fall von Fig. 5.7 driften die
Elektronen nach unten, die Protonen nach oben. Die Driftgemdigkeit betagt fur ein typi-
sches Zahlenbeispiel aus der FusiBai{1m,B=1T, T = 1 keV) =~ 1 km/s. Wir erhalten so
sehr schnell ein elektrisches FeldzRichtung. Diesesifhrt wiederum zu eine x B-Drift

in R-Richtung. Wie oben angesprochehft diese zum radialen Transport des Plasmas aus
dem Torus heraus. Im rein toroidalen Magnetfetshiken Teilchen also nicht eingeschlossen
werden.

Ein effizienter Einschluld geladener Teilchen wird hingemetoroidaler Geometrie erreicht,
wenn zuétzlich zum Toroidalfeld noch eine poloidale Magnetfelafijgonente (z.B. durch
einen im Plasma flieBenden toroidalen Strom) vorhandemistMagnetfeldlinien winden

OB = —Bg (5.33)
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|

Abbildung 5.7: Teilchendriften im rein toroidalen Magnetfeld. Die Drithiinhomogenen

Feld fihrt zur Ladungstrennung, das resultiereBdEeld transportiert das Plasriiéer die
E x B-Drift nach aul3en.

sich dann helikal um die Torusseele herum und spannen sagtmagnetische Bicherauf.
Diese sind, wie in Fig. 5.8 dargestellt, ineinander gesitedic

- “Magnetfeldiinien

Magnetische Flachen -

Abbildung 5.8: Magnetische FEichen auf einem Torus, aufgespannt durch Magnetfeld|inien
welche sowohl eine toroidale, als auch eine poloidale Kamepte haben.

Der Effekt der Drift im inhomogenen Magnetfeld hebt siclzietuf: Wir betrachten ein Pro-
ton im Punkt A der Figur 5.8. Auf Grund der Inhomogénitles Magnetfeldes driftet es, wie
oben beschrieben, nach oben, d.h. auf eine Feldlinie, welditer vom Plasmazentrum ent-
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fernt ist. Auf dem Wegangs der Feldlinie kommt das Teilchen in die untere Taalfsh(z.B.
Punkt B in Fig. 5.8). Hier driftet es ebenfalls nach obensdiedeutet jedoch jetzt eine Drift
zum Plasmazentrum, d.h. ziok zur urspiinglichen Feldlinie. Der Nettoeffekt der Drift im
inhomogenen Magnetfeld ist also ein Versatz der magnetisEkiche um ungéihr einen Gy-
rorradius (sogDriftflachg; es kommt jedoch nicht zu nennenswerter Ladungstrennadg u
damit nicht zur starken Ausavtsdrift.

Wir erhalten also im Einzelteilchenbild das Ergebnis, del3edfektiver Einschluld von Teil-
chen im reinen Toroidalfeld nicht dglich ist; vielmehr eignen sich helikal verschraubte Ma-
gnetfelder zum Plasmaeinschluf3. Dieser Tatsache weradreider Behandlung des Plasma-
gleichgewichtes im MHD-BIild wieder begegnen.

5.3 Adiabatische Invarianten

Aus der Mechanik ist bekannt, daf3 bei einer periodischen Bemgg zuatzlich zu den Erhal-
tungsgbl3en Energie, Impuls und Drehimpuls, weitere InvariannRewegung vorhanden
sind. Diese sind von der Form

I :%pdq (5.34)

wobeiq eine verallgemeinerte Koordinate updaler zugeordnete kanonische Impois+ eA

ist. Das Integral istiber eine Periode der Bewegung augihuén. Diese Invarianten haben die
Dimension einer Wirkung; ihnen kommabfig eine besondere Bedeutung zu (man denke an
die Einfuhrung der Quantenmechariiker die Quantisierung des Wirkungsintegrals). Der be-
sondere Nutzen der durch Gl. (5.34) definierten Invariahégi darin, dal3 sie auch bei einer
kleinen Sbrung der Periodizit erhalten bleiben. Eine kleinedting ist derart, dal3 die Peri-
ode der Bewegung noch gut definiert ist, obwohl das Teilcheh eanem Umlauf nicht mehr

an denselben Punkt im Phasenraumiekkehrt. Die Invariante wird dann afdiabatische
Invariantedes Systems bezeichnet.

Wir wollen dieses Konzept auf die Bewegung eines TeilchenSlagnetfeld anwenden. Ver-
stehen wir unter der periodischen Bewegung die Kreisbevwgedes gyrierenden Teilchens,
so bedeutet die Kleinheit der@tng wiederunilB < B/r| bzw.B < w:B. Dann ldnnen wir
als verallgemeinerte Koordinate die Winkelkoordinate @grationsbewegung &hlen und
der zugebrige Impuls ist der senkrechte Drehimpuls des TeilcheriseYdalten also auf der
Kreisbahn

2n
mmv m
j{pdq: /mwcrfde = 21MWer? = 4m— ——= = 41— (5.35)
/ a2
Fur festean/qist also das magnetische Momergine adiabatische Invariante der Bewegung.
Man bezeichneft auch als erste adiabatische Invariante; weitere Invanmasollen hier nicht
diskutiert werden.
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Die adiabatische Invarianz des magnetischen Moments feidetAnwendung bei der Be-
schreibung der Teilchenbahnen im sogenannten magneti§giegel. Darunter versteht man
die Reflexion eines Teilchens im Gebigtheren Magnetfeldes:duft ein Teilchen in ein Ge-
biet hbherer Magnetfeldatke, so nimmt wegen der Invarianz des magnetischen Momente
1= m\ /(2B) = constdie Senkrechtenergie/2mvz im gleichen MaRRe wi® zu. Da gleich-
zeitig Energieerhaltung/2m(va +vﬁ) = 1/2mV = constgilt, muRv, abnehmen. Das Teil-
chen wandelt Parallel- in Senkrechtenergie um. Dies kaneis@ehen, daf§ = 0 erreicht
wird, d.h. die gesamte Parallelenergie in Senkrechte@engigewandelt ist. Dann kann das
Teilchen nicht weiter in die Richtungoheren Feldes vordringen; die Trajektorie dreht an der
sog.Reflexionsebermem. Daher spricht man vomagnetischen Spiegd®ie Valtnisse sind in
Fig. 5.9 skizziert:

!
/

AN N / . \ t’
7 v
lfeiichen- 4 f\
bahn )/ ]

/ |

|

_,,,,ff””‘ Refiexions-

ebene

Abbildung 5.9: Teilchenbewegung im magnetischen Spiegel: Reflexion eiedsh€ns im
Gebiet toherer Feldsitrke (links) und Spiegelmaschine zum PlasmaeinschluBtgec

Fig. 5.9 zeigt auch eine sogenan@piegelmaschineum Plasmaeinschlul3. Dies ist eine li-
neare Anordnung, die, zur Reduktion der Endverluste, magphet Spiegel als Endverschlul
hat. Das Magnetfeld variiert also zwischBg, im Zentrum der Anordnung unByaxan den
Enden. Wegen der Invarianz des magnetischen MomentéhtesitchvZ von v2 (0) im Zen-
trum der Anordnung aLBmax/BminVi(O) an den Enden. Gespiegelt werden also alle Teilchen,
bei denen die Gesamtenergie kleiner als die zur Erhaltuagridgnetischen Momentes not-
wendige Senkrechtenergie ist, d.h.

Bmax 1

2
vi(0) B

| max
—_— = < -1 5.36
Bmin 2 ( )

Die Grof3eBmayx/Bmin Wird auch als Spiegelveéitnis bezeichnet. Teilchen, welche die Unglei-
chung (5.36) eiillen, werden gespiegelt und somit eingeschlossen. Diedthiste werden
somit reduziert, &nnen aber, wegen des endlichen Spiegebléntsses, nicht vollgindig ver-
mieden werden. Analog zu dem in Kap. 2 beschriebenen Plagamakontakt werden die
Elektronen mit ihrer bheren Geschwindigkeit zanhst schneller verloren; dieghrt wieder
zum Aufbau eines elektrischen Feldes, welches Elektrongickweist und lonen beschleu-
nigt, sodald der Gesamtverlust elektrisch neutral ist (ipolares Feld’).

mv/ (0)

%mvi(O) + %mvﬁm) <
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Zusatzlich zu den Endverlusten tritt beim Spiegel eine spetiidnstabiliait (sog Austausch-
Instabilidl) auf, welche auch den radialen Transport (senkrecht zumnktégld) drastisch
erhoht; die Spiegelmaschine hat sich daher nicht als Einskbh#&pt durchsetzendknen
und ist heutzutage von toroidalen Anordnungen \éndt worden.

Ein magnetischer Spiegel tritt auch bei der Bewegung hocehetischer geladener Teilchen
im Erdmagnetfeld auf. Diese aus dem Sonnenwind stammengiérhdn lonnen im soge-
nannten Van-Allen-@Grtel eingefangen werden. Wegen der Zunahme des FeldesZotken
hin entsteht ein magnetischer Spiegel, in dem die TeilcHzient eingeschlossen werden
kdnnen. Zuatzlich entstehtim inhomogenen Magnetfeld einaidmungsdrift, die dazurhrt,
dal3 Elektronen und Protonen in entgegengesetzte RichturdjeuBrde driften. Die Verdlt-
nisse sind in Fig. 5.10 dargestellt.

\/B‘J\\v\\
5~ . QP{} ™ Bahn eines gefangenen

@g%% Teilchens k/&

4 Splegelpunkt
A\ a

Ro

%\\\ Mﬂgnetfeldlinie>/§
e ppd

Drift Proton

Abbildung 5.10: Teilchenbewegung im Erdmagnetfeld: An den Polen existigrinagne-
tischer Spiegel, die Kimmungsdrift éihrt zu einem Strom iAquatorialer Richtung.

Der so entstehende Strom modifiziert wiederum das Maguetiel Erde. Da die Auifllung
des Van-Allen-Girtels von der Strke des Sonnenwindes dirtyt, variiert das Erdmagnetfeld
mit der Aktivitat der Sonne (Sonnenflecken). Durcbhf®t untereinandeidkinen die Teilchen
Senkrecht- in Parallelenergie umwandeln und schlieBlishdem Spiegel entkommen; diese
Teilchen tihren dann beim Eintritt in die Atmospale zum Auftreten der Polarlichter.

Eine weitere Besitigung der Bhrung geladener Teilchen im Erdmagnetfeld kommt aus Versu
chen, bei denen Nuklearwaffen in der Magnet@splgeindet wurden: Auf gleicher geogra-
phischer lange wurden dabei nach wenigen Sekunden im Polarberéitstliche Polarlich-
ter beobachtet. Sie stammten von Teilchen, welche mit edneder Parallelenergie erzeugt
wurden. Andere Teilchen, welche im Spiegel gefangen wyrkiemten auf Grund der erheb-



68 KAPITEL 5. TEILCHENBEWEGUNG IM MAGNETFELD

lich langsameren Kimmungsdrift erst nach einigen Stunden auf gleicher Bréiez anderer
Lange nachgewiesen werden.

Ein weiteres Beispielir kompliziertere Bahnen geladener Teilchen im Magnetfeldei sich

im Tokamak: Wir hatten bereits gesehen, dal’ auf Grund déeBiim Torus die Driftfache,

auf der sich das fhrungszentrum eines geladenen Teilchens bewegt, gegenagjnetische
Flache verschoben ist. Zamtlich zur Drift existiert im Tokamak jedoch auch ein maiinhe
scher Spiegel: Da das Magnetfeld im Torus nach auf3en hin/Riabfallt, [auft ein Teilchen
langs der Feldlinien von auf3en nach innen in ein Gelidiberer Feldstrke. Damit existieren

im Tokamak neben den auf Drifithen umlaufenden Teilchen auch sogenannte 'gefangene
Teilchen’ (englischtrapped patrticles\welche zwischen den Reflexionspunkten hin- und her-
pendeln. Die VerAltnisse sind in Fig. 5.11 dargestellt:

Abbildung 5.11: Teilchenbewegung im TokamakLiiFhinreichen kleinesarﬁ/vzL wird das
Teilchen im Gradienten dé&Feldes reflektiert. Wegen der Drift im inhomogenen Magnet-
feld (in der Zeichnungiir ein Proton immer nach oben) duréhbft das Teilchen eine soge-
nannte Bananenbahn.

Wegen defUberlagerung der Kmmungs- undJB-Drift ergibt sich als Teilchenbahn der ge-
fangenen Teilchen eine sogenannte 'Bananenbahn’: Geht BBarman Punkt A in Fig. 5.11
aus, so driftet ein Proton auf dem Weg zur Mittelebene (PBhk&ngs der Feldlinie zuathst
von der urspiinglichen magnetischenddhe weg, jenseits der Mittelebene wieder zur magne-
tischen Fache hin. Beim oberen Reflexionspunkt (Punkt C) erreicht ddshBsi die magneti-
sche Fache. Auf dem Bckweg entfernt es sich wiederum von der magnetischachiel, dies-
mal jedoch nach auf3en. Wegen der Drift im (wesentlich kieingPoloidalfeldyp [ 0B x Bp
schlief3t sich die Bananenbahn nicht in sich selbst, sond@aegiert, wie in Fig. 5.11 dar-
gestellt, langsam in toroidaler Richtung. Die Projektiom @eilchenbahn auf eine poloidale
Ebene ist in Fig. 5.11 dargestellt; von dieser Darstellwtgt sich die Bezeichnung 'Bana-
nenbahn’ ab. Die Population gefangener Teilchen spie# gmof3e Rolle bei der Berechnung
der Transportkoeffizienten im Torus; dort werden wir ausd® Thema ziickkommen.



Kapitel 6

Vieltellchenbeschreibung

Im vorherigen Kapitel hatten wir die Einzelteilchenbestbung eines Plasmas kennengelernt.
Dabei wurde die Wechselwirkung der Teilchen untereinamndistandig vernaclissigt. Eine
exakte Beschreibungiwde das simultanedsen der Bewegungsgleichungéin &lle Teilchen
(z.B. 130 Stiick) erfordern. Besondere Schwierigkeiten bereiten hizetliktromagnetischen
Felder, die einerseits auf die Teilchenbewegung einwirkerererseits aber auch von den
geladenen Teilchen erzeugt werden. Im folgenden werdeaeigen, wie man durch geeig-
nete Naherungen Gleichungen aufstellen kann, welche die Weshikahg beinhalten und
dennoch zu handhaben sind.

6.1 Kinetische Theorie

In der klassischen Mechanik werden Trajektorien einzelggichen durch Ort und Impuls
(bzw. Geschwindigkeit) bestimmt. Im Prinzip kann man Gieiicgen @ir N Teilchen im
6N-dimensionalen Raurd®x;d3v; d3x,d3vs - - - d3xnd3vy aufstellen. Dieser Ansatzifirt zur
Liouville-Gleichung, die in der statistischen Mechanikhbadelt wird. Um zu eineiiber-
schaubareren Formulierung zu kommen, fal3t man alle uraafiteidbaren Teilchen einer Sorte
o zusammen und beschreibt deren zeitalgige Dichte im Orts- und Geschwindigkeitsraum
durch die sogenannteerteilungsfunktionfs (x,v,t):

foa(x,v,t)d®xd®v = Zahlder Teilchenim Phasenraumelematxd®v zur Zeitt (6.1)

Ist die Teilchenzahl erhalten, so erfolgt die '‘Bewegung'séieTeilchen im 6-dimensionalen
Raum so, daf sich die Zahl der Teilchen im Volumenelement @ictiert:d fy /dt = 0. Die
zeitliche Ableitung ist hier entlang der Phasentrajektat nehmen, d.h.

dfs  0fa _,dx _ ~dv
W = E—FDfGE—FDVf(}a =
wobeily der Gradient im Geschwindigkeitsraum ist. Diese Gleichishgon der Form einer

6-dimensionalen Kontinuatsgleichung. Mit Hilfe der Bewegungsgleichunges v undv =

0 (6.2)

69
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F /merhalten wir schlie3lich

q

dfa_ofu,, p .0
m

E =~ ot +v- [ fq +
Die hier eingefihrten FeldeiE, B sind dabei die exakten Felder am Ort der Teilchen. Diese
mussen im Prinzip selbstkonsistent aus den Maxwellgleigharberechnet werden, in die
als Quellen die Teilchen eingehen. Um zu einésblaren System zu kommen, benutzt man
den folgenden Ansatz: Die Felderund B werden aufgespalten in einen makroskopischen
Teil E bzw. B und einen mikroskopischen T&E,dB. Da die Wechselwirkung der Teilchen
in einem lokalisierten Volumen (z.B. innerhalb der Debyedygtattfindet, wird sie durch
die mikroskopischen Felder bestimmt. Dagegen wird das as&kipische Feld aus deérer
den Geschwindigkeitsraum gemitteltend@en Stromj und Ladungsdicht@ an Hand der
Maxwellgleichungen berechnet. Diese gemitteltetf&n gewinnt man mit einer 'gegteten’
Verteilungsfunktionfy (man stelle sich z.B. eine Mittelurigober die Debyekugel vor):

j= Y0 [Vied™ p=Yau [ fadv (6.4)
o a

Man erfalt so eine gegittete Kontinuiatsgleichung

(E4+vxB)Oyfq=0 (6.3)

afq q == afa
oV O+ (E+vx B fa= (52)

Dabei entlt die linke Seite lediglich gemittelte GRen, vahrend auf der rechten Seite im
sogenannteto3ternmalle mikroskopischen @f3en auftreten. Das Problem der Beschreibung
der Vielteilchenwechselwirkung ist somit auf die Bestimmuines Ausdruckdir den Stol3-
term verschoben worden. Die Gleichung (6.5) wird auctkalstische Gleichungezeichnet;
je nach Ansatzifr den Stol3term ergeben sich unterschiedliche Formen detischen Glei-
chung. Auf die rigorose Herleitung eines Gleichungssystemach welchem der Stof3term
bestimmt werden kann (BBGKY-Hierarchie), wird hier nicl@iher eingegangen.

Fur niedrige Teilchendichten wird der Stof3term klein, undnmaacht die einfache &he-
rung (0fy /0t)stoss= 0. Die so erhaltene kinetische Gleichung wird ®lasov-Gleichundbe-
zeichnet. Trotz der sehr idealisierten Annahme diligen Stol3freiheit findet die Vlasov-
Gleichung vor allem Anwendung bei der Beschreibung kine@s&ffekte bei Wellenpimno-
menen in Plasmen. Dazadt man das Gleichungssytem bestehend aus der VlasowaGigjc
sowie den Maxwellgleichungeifiif die selbstkonsistenten FelderB mit p, j als Quelle. Das
nachfolgende Beispiel soll dies verdeutlichen.

Wir betrachten die in Kap. 2 untersuchte elektrostatisdlasraschwingung mit Hilfe der
Vlasov Gleichung ohne Magnetfeld. Im Bereich vop konnen wir die Bewegung der lonen
vernachéssigen und betrachten nur die Verteilungsfunktion dektEdaen. Die elektrostati-
sche Schwingung breite siclrigs dex-Achse aus, d.h. es handelt sich um ein eindimensio-
nales Problem. Weiterhin sei diedgiing durch das elektrische Feld klein. Daromken wir

f = fo+ f1 annehmen, wobeiy die ungesirte Verteilungsfunktion ist. MiE = 0+ E; (im

(6.5)
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Gleichgewicht existiert keifc-Feld) erhalten wir in erster Ordnung die Vlasovgleichuig f
die gesbrte Verteilungsfunktion

0f1 0f1 e dfo -
o TWog, - E 0 (6.6)

me OV
Wir setzen nun die gestten GiblRen als ebene Wellen an (Fourierzerlegung), d.h.

Ey = Edloca)  f — fdkeat) (6.7)

Mt diesem Ansatz erhalten wir

ie 1 afo

f1=— —_—
1 Me W — K d 1

(6.8)

Das gedirte elektrische Felt; berechnen wir aus der Poissongleichung (2.19) unter Ausnut
zung des Ansatzes (6.7):

dE; . p e e

T —ikEi= =" =—— fid 6.9

kB =2 == =2 [y (6.9)
wobei wir die gedirte Dichte durch die Verteilungsfunktion ausgéckt haben. Wir knnen
nun in Gl. (6.9)f; aus Gl. (6.8) einsetzen und erhalten (nadirz€n durchE; und mit der

Definition (2.28) fir wp)

1= dvg (6.10)

WA /afo/avX

Diese Gleichung gibt eine Beziehung zwischiemnd k an; sie ist daher die Dispersionsre-
lation fur die elektrostatische Schwingung. Das Integral in GIL@pist wegen des Pols auf
dervg-Achse nicht einfach auzuwerten. Eine genauere Betracldtgipt fur den Fall einer
Maxwellverteilung vonfg die Losung

—3(5ir+3
W= wp(1+ SkZA%)l/Z—i\/g(k;os)3e e 9 (6.11)
Im Gegensatz zur einfachen, in Kapitel 2 hergeleiteten Berigw = wp # f(K) liegt jetzt

fur T # 0O tatsachlich Dispersion, d.h. eine ABhgigkeit der Frequenz von der Wellanbe
vor. Zusatzlich hatw auch einen Imaggrteil, d.h. es tritt Bmpfung auf, obwohl in der Vlasov
Gleichung keine $i3e beiicksichtigt wurden. Diese dissipationsfreiampfung (die Entropie
des Systems bleibt un@rdert) wird nach inrem Entdecker als Landa&anripfung bezeichnet.
Dieser Effekt kann nur mit Hilfe der kinetischen Theoriéntig beschrieben werden. Er bildet
die Grundlageiir viele Absorptionspiinomene elektromagnetischer Wellen im Plasnia. F
Verteilungsfunktionen, bei deneltfo/0dvy im Bereich der Phasengeschwindigkeik = w/k
positiv ist, ergibt sich ein positiver Imagirteil, d.h. die Welle kann Energie aus dem Plasma
aufnehmen.
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Abbildung 6.1: Landauémpfung im Bild des Einzelteilchens. Beschleunigung von-Teil
chen mitv < vpp (A) bzw. Abbremsung solcher mit> vy, (C) fiihrt zur Abflachung der
Verteilungsfunktion bev = vpn. Nur Teilchen mitv = vy, erfahren keine beschleunigende
Kraft (B).

Anschaulicher stellt sich die Landaamipfung im Bezugssystem der Teilchen wit vy, dar:

Ein Teilchen, das sich genau mit der Phasengeschwindigkeiegt, sieht im Mittel gerade
kein elektrisches Feld. Ein etwas langsameres Teilcheth wvam elektrischen Feld beschleu-
nigt, ein schnelleres Teilchen abgebremst. Dies ist in g@sviWeise analog dem Wellenrei-
ter, der mit der Wellengeschwindigkeit na@itlft. Rir (9fo/dvx)v,, < O werden mehr Teilchen
beschleunigt als abgebremst; die Wallgertiagt Energie auf die Teilchen @npfung). Die
umgekehrte Situation liegt bgd fo/0vx)y,, > 0 vor. Wie in Fig. 6.1 zu erkennen istitrt
die Landaudmpfung zu einer Abflachung der Verteilungsfunktion im Beleder Phasenge-
schwindigkeit.

Berlicksichtigt man die Teilcheri#Re in der kinetischen Gleichung, so gibt es unterschieellic
Ansatze fir den Stol3term. Unter der Annahme, dal3 vorwiegend lokdksZweiersil3e zur
Ablenkung der TeilchenbahneiaHren, leitete Boltzmann den nach ihm benannten Stol3ansatz
her:

0fq
(7>Stoss: /(f“ (Ve fB(\/B) — fa(Va) fp(vp)) Vo — Vg|0ap dSVB (6.12)

Er beschreibt die Vé@nderung der Verteilungsfunktion der Teilchensorurch Stol3 mit der
Sorte, wobei die gestrichenen GRen die Geschwindigkeiten nach dem Stol3 darstellen. Der
erste Term beschreibt den Zuwachs im Geschwindigkeitsadeddv, , der zweite den Verlust
aus dem Elemert3v,. Setzt man diesen StoRRterm als rechte Seite der kinetisgleérhung
(6.5) an, so ergibt sich diBoltzmanngleichungSie wird z.B. bei der Beschreibung neutraler
Gase verwendet.

Im Plasma ist die Annahme lokalisierter Zweiéfs¢ wegen der grol3en Reichweite des Cou-
lombpotentials nicht eiillt. Dies fuhrt ahnlich wie bei der Berechnung der Stol3rate in Kap.
3 dazu, daf? das Integral in GI. (6.12) nicht konvergiertiBksichtigt man die Abschirmung
des Coulombpotentials durch das Plasmaaknman einen anderen StoRansatz und kommt
zur Fokker-Planck GleichundDiese findet bei der kinetischen Beschreibung dissipaiver
zesse im Plasma Anwendung. Im einzelnen ist die matherhatiStuktur der Fokker-Planck-
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Gleichung recht komplex, man kann jedoch zeigen dass sicBtd&term als Summe zweier
Beitrage schreiberal3t:

(‘Zt_f)FP: ~Oy- MR- Ov(DF)] (6.13)

Hierbei wurde der Stol3term als Divergenz eines Impulsflisseseschwindigkeitsraum dar-
gestellt. Der erste Terni g, stellt die Abbremsung auf Grund von Reibung dar und entspric
Glg. (3.15). Der zweite Term beschreibt den Effekt vieleeidlvinkelsbl3e (siehe ebenfalls
Kap. 3) und entspricht einer Diffusion im Geschwindigkeitsn mit Geschwindigkeitsdiffu-
sionskoeffizienD. Betrachtet man die Relaxation einer hochenergetischen-(v;,) Storung
im Geschwindigkeitsraum zur Maxwell-Verteilung hin so ltvder erste Term eine Bewe-
gung zum Ursprung hin, der zweite eine Isotropisierung,&re Ausbreitung auf Kreisen um
den Ursprung\y= const). Das relative Gewicht der beiden Anteile wird durch dierekée-
ristischen Zeitendr Energie- und Impulsaustausch bestimmt. In Figur 6.2iesRe&laxation
einer 8-formigen Anfangssirung hochenergetischer Testteilchen der Mams#urch SblRe
mit einer Hintergrundspezies der Maddedargestellt. Dies entspricht z.B. der Situation der
Plasmaheizung durch Einschuss eines Strahls von schiieliliehen.

6 ‘ ‘ ‘ ] 6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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Abbildung 6.2: Abbremsung eines Teilchenstrahls der Massan einem Hintergrundplas-
ma der Mass#/



74 KAPITEL 6. VIELTEILCHENBESCHREIBUNG

Man sieht dassifr den Fall der Abbremsung leichter Teilchen an schwereugachst eine
Isotropisierung einsetzt, ahrend im umgekehrten Fall die Abbremsung dominiert. lee¢z
ist konsistent mit unserer Beobachtung aus Kap. 3 dass deddugrlust schwerer Teilchen
durch Stof3 mit leichteren Teilchen wesentlich langsamsclgeht als der von leichten durch
StoR mit schwererf >> Tgj).

6.2 Momentenbildung: Die MHD Gleichungen

Wir wollen nun von der 6-dimensionalen Beschreibung dur@hkinetische Gleichung zu
einer 3-dimensionalen Beschreibung im Ortsraibargehen. Dazu bildet man geeignete Mo-
mente vorv im Geschwindigkeitsraum, d.h. man betrachtet Integratd-dem

/ka(,(v) dv mit k=0,1,2.3 - (6.14)

Man erfalt so Gleichungeniir die Momente im Ortsraum. Diesen lassen sich physikadisch
GrolRen zuordnen. Berechnet man die Integrale bis=B, so treten die folgenden Momente
auf:

Teilchendichteny und Schwerpunktsgeschwindigkay ergeben sich zu

e = / o (V) dv (6.15)

Ug = i/vfo((v)d3v (6.16)
Na

Mit Hilfe der Schwerpunktsgeschwindigkeift sich die thermische Geschwindigkeit der
Teilchen alsvg = v — ug ausdiicken. Sie beschreibt den mit thermischen Fluktuationen ve
bundenen Anteil der Teilchengeschwindigkeit. Somit gile man mit obiger Definition leicht
nachrechnet,iir den Mittelwert< wy >= 0. Dies erndglicht die Definition der Temperatur

KTy = = (26 ) ddy (6.17)
Ng 3

Allgemeiner ist mit dem quadratischen Moment der thermascfieilchenbewegung der
DrucktensolP verknipft.

Pog = My /Wa ®Waq fa (V) d3v (6.18)

wobeiwy @ Wy das dyadische Produkt kennzeichnet. Die Spur (Summe dgobédelemente)
des Drucktensors entspricht dem skalaren Druck:

1
(P P+ PY) = Pa = NakT (6.19)



6.2. MOMENTENBILDUNG: DIE MHD GLEICHUNGEN 75

Im thermodynamischen Gleichgewicht sind nur diese Eleeveot Null verschieden, d.h. der
Druck ist dannisotrop

Ein Moment dritter Ordnung ist der #&meflul3g

Ja = % / WaWq fa (V) d3v (6.20)

Schliellich treten bei der Integration des Stol3terms Teufiedie den Impuls- und Energie-
austausch zwischen den Teilchensodemd [’ beschreiben. Wegen der Erhaltung von Impuls
und Energie verschwinden die Integrale des Stol3téitmesuy, und wir haben nur die Integra-
tion Uberwy zu beficksichtigen.

Der Impulsaustausclithrt zur ReibungskralRqg

B 0fq 3
Rup = M / Wa () ot We (6.21)

Wegen actio = reactio iftqp = —Rpg.
Der Warmeaustausch durchd®e wird durch den \Wmetransfe@Q,g beschrieben:

_ My [0 (0fa 3
Qup = 2 /Wa< ot )Stossd W (6.22)
Mit diesen GbRen gewinnt man nun durch Integration der wimultiplizierten kinetischen
Gleichung (6.5) Gleichungen im Ortsraum. Mit diesen Glaiaien &f3t sich das Plasma wie
eine Flssigkeit beschreiben; man bezeichnet das Verfahren dalsaralsmagnetohydrody-
namischéMHD) Beschreibung. &r k < 3 ergeben sich die folgenden MHD Gleichungen:

Integration der kinetischen Gleichunig=€ 0) ergibt die Kontinuiatsgleichung

0
%Jrﬂ(naua) —0 (6.23)
Sie besagt, daR bei Teilchenzahlerhaltung in einem irdenitalen Volumenderungen der

Teilchendichte durch die Divergenz des Teilchenstromes bedingt sind.

Integration der mitngv multiplizierten kinetischen Gleichung (d k= 1) ergibt die Kraftglei-
chung

ou
Mo (a_t‘1+ (Ug - D)““) —0aNa(E+Uq x B) +0-Pa = Rgg (6.24)

Diese Gleichung besagt, dal’ die Beschleunigung eines Vokieraentes gerade durch die
Summe dei@ulReren Kafte gegeben ist. In der Hydrodynamik ist sie als Eulergleng be-
kannt. In Gl. (6.24) wurde die zeitliche Ableitung im ortsfen System ausgeaikt. Zeitliche
Anderung einer Gite kann somit sowohl durch explizite Zeitébigigkeit §/dt), als auch
durch Stdmen mit der Rlissigkeit (I, - [J) bewirkt werden. Diese sogenanrkienvektive Ab-
leitungerhalt man auch aus dem totalen Differential:
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d o0 dxo0 dyo dzo o0
a—a—ka&—f—aa{"f—aa—z—a-l—Ua'D (6.25)
Multiplikation der kinetischen Gleichung miy/2mv? (d.h.k = 2) ergibt die Energiegleichung

3 . dT,
énqkd—:—l-(PqD) Ug + U Qg :QQB (626)

Eine Betrachtung der Momentengleichungen zeigt, daf} dasialggssystem nicht geschlos-
sen ist: In dek-ten Momentengleichung taucht jeweils &ir 1-tes Moment auf. Um zu einem
geschlossenen System zu kommen, mufd man daher weitere rhAenahachen. Bricht man
z.B. beik =1 ab, so mul} eine Gleichungrfden Drucktensor hinzugenommen werden.

Fur ein Wasserstoffplasma kann man das System der zwssigkeiten (lonen und Elek-
tronen) zu einer kissigkeit zusammenfassen. Dazu definiert man die Mass$eadic die
Schwerpunktsgeschwindigkeitund die elektrische Stromdichigenal

P = mni+MeNe~mn (6.27)
1

v o= E(mniui+meneue)%ui (6.28)

j = en(uj—uUe) (6.29)

wobei wir die Quasineutralit (nj = ne = n) undme < M ausgenutzt haben.
In diesem Einflissigkeitsmodell ergibt sich die Kontinaisgleichung als

g—‘t’ +0(pv) =0 (6.30)

Addition der Kraftgleichungeniir Elektronen und lonen ergibt

ov ,
p<a+(V.D)V)Z_D-P+JxB (6.31)

mit P; + Pe = P. WegenRgj = —Rje taucht die Reibung nicht mehr auf.

Eine weitere Gleichung ergibt sich, wenn man die Kraftdiaing der Elektronen durch die
Einflussigkeitsvariablen audiikt:

1. 1.
E+v><B_61+e—n(J><B—Dpe) (6.32)
wobei wir nur den isotropen Anteil des Elektronendruckteadeiicksichtigt haben. Die Rei-
bungskraftRe; fihrt zum elektrischen Widerstand; das resultierende redekie Feld wurde
Uber die Beziehun@y= oE eingefihrt. Die Gleichung (6.32) ist die Bestimmungsgleichung
fur das elektrische Feld im Plasma, sie wird dahevalallgemeinertes Ohmsches Gedstz
zeichnet. Zusammen mit den Maxwellgleichungan& undB bilden die Gleichungen (6.30)
bis (6.32) das System dé&iinfliissigkeitsgleichungetter MHD. Mit ihm kann das makrosko-
pische Verhalten eines Plasmas beschrieben werden.
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6.2.1 Einfache MHD Gleichgewichte

Eine Anwendung der oben hergeleiteten MHD-Gleichungeebésn der Berechnung von
MHD-Gleichgewichten, d.h. von Konfigurationen, in denen Blasma im Kaftegleichge-
wicht ist. Fordern wir zuatzlich zud/ot — 0 auch noclv = 0, so verschwindet die linke Seite
der Kraftgleichung (6.31) und wir erhalteru(fisotropen Druck)

Op=jxB (6.33)

Diese Gleichung ist uns bereits bei der Betrachtung des djaetischen Stromes begegnet.
Sie besagt, dal3 im Gleichgewicht ein Strom senkrecht zu degnetischen Feldlinien die
durch den kinetischen Druck auf das Volumenelement ausge<raft bilanziert.

Mit hilfe des Ampereschen Gesetzébx B = [gj kann diese Gleichung umgeformt werden:

Dp:i(DxB)><B:i(BDB—D(B—Z))HDL(anB—Z)JrB—ZeRC:O (6.34)
Ho Ho 2 200" HoRe

Danach kann das Magnetfeld auf zweierlei Art kinetischemdRrbilanzieren: Senkrecht
zu den Magnetfeldlinien wird demagnetische Druck? /2y ausgébt. Der zweite Term
beschreibt die Feldlinispannungd.h. die Auslenkung gerader Feldlinigmt Gber die
Krimmung eine Kraft in Richtung des #immungsradius aus.
Wir wollen fur einfache lineare Anordnungen MHD-Gleichgewichte benen. Ein Beispiel
fur eine solche Anordnung ist der sa@ginch, d.h. ein zylindrisches Plasma, an dessen Enden
eine Spannung anliegt. Dadurch fliel3t ein StrpymDieser erzeugt ein MagnetfeBh; die
Kraft j, x Bg bilanziert den radialen Druckgradientép/dr. Die Verhaltnisse veranschaulicht
Fig. 6.3.

Abbildung 6.3: Schematische Anordnung des z-Pinches (links) und typiBctide.

Das Amperesche Gesetz liefert dieKomponente des Magnetfelds:



78 KAPITEL 6. VIELTEILCHENBESCHREIBUNG

1d
por dr
Die Kraftgleichung kann damit wie folgt geschrieben werden

—(rBg) = jz (6.35)

dp_ 1 _d B d B3
dar ~JaBe= _EBGdr(B))__por dr 24

Im z-Pinch wird also der Plasmadruck sowohl durch magnetisBlmaok als auch durch Feld-
linienspannung (im Zylinder entsprichtgerade dem Kimmungsradius) bilanziert. Spezifi-
ziert man ein Stromprofil, so kann man mit den GleichungeB56und (6.36) die Profile
von By und p berechnen. & den Fall einer konstanten Stromdichite= 1,/(m@?) (a ist der
Plasmaradius) ergeben sich die in Fig. 6.3 dargestelltefidr

(6.36)

_ balp <
Bo(r) = el >r falls r <a (6.37)
_ Holp
Bo(r) = orr falls r > a (6.38)
_ “OILZ) re
p = 51— (6.39)

Der Druck im Plasma ist also experimentell durch den WertRlasmastromk, festgelegt.

Die Effizienz des Einschlusseiit sich durch die dimensionslosedBef3, das Verfltnis von
gemitteltem kinetischem Drugi und magnetischem Drud®/(2yo) beschreiben:

2Ug < p >

@) (6.40)

Be =

Fur denz-Pinch ergibt sictg = 1, d.h. kinetischer und magnetischer Druck sind gleich.

In der Praxis zeigt sich jedoch, dal3 dePinch eine instabile Konfiguration ist. Die Plas-
masaule kontrahiert sich und reif3t innerhalb kurzer Zeit aleder Kontraktion kann durch ein
extern erzeugtes axiales Fé&gdentgegengewirkt werden. Die #immung deg-Feldes bei der
Kontraktion erzeugt eine entgegengerichtete Kraft, welstbilisierend wirkt. Man gelangt
so zumScrew-Pinchin dem die Addition vorBg undB; zu helikal verschraubten Feldlinien
fuhrt. Eine solche Konfiguration ist in Fig. 6.4 dargestellt.

Die Berechnung des MHD-Gleichgewichtés tien Screw-Pinch erfolgt analog zun®inch.
Im Ampereschen Gesetzimsen nun die Feld@&y und B, beriicksichtigt werden:

1d8, .
1d .
—(rBg) = Jz (6.42)

podr
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Magnetfeld-Linien

paramagnetisch  diamagnetisch

Abbildung 6.4: Schematische Anordnung des Screw-Pinches (links) uncadialen Kraft-
bilanz beitragende Sime.

Das axiale Magnetfel®, setzt sich somit aus dem extern erzeugten MagneBgld- const
und dem im Plasma durdf erzeugten Magnetfeld zusammen. Einsetzen des Magnetialde
die Kraftgleichung liefert nun

dp  d Bj+Bf B}

dr ~ dr' 240 ) Lo (6.43)

Im Experiment sind der extern erzeugte Anig und j; vorgegeben. Der im Plasma flie3ende
Strom jg kanniber jgB; zur Kraftbilanz beitragen. Dieser Strom und der damit vedane
Beitrag zum axialen FelB; ist jedoch nicht direkt experimentell vorgegeben. Dahep isine
freie Giol3e. Wir haben also durch die Addition des axialen Feldeseireiteren Freiheitsgrad
gewonnen. Damit kann im Experiment bei festigyder Druck variiert werden (z.B. durch die
im Plasma deponierte Heizleistung). Je nacb&rdes Druckes variiert das Vorzeichen von

Jo:

e Ist der Druckgradient kleiner als der durgiBg vorgegebene Wert, so i$§B; antipar-
allel zu j,Bg. Die Effizienz des Einschlusses ist dann kleiner alg-ifinch, d.hf3g < 1.
Wie in Fig. 6.4 dargestellt, ist das vdg erzeugte Feld dann dem externen FBj0)
parallel, d.h. das Plasma reagiparamagnetisch

¢ Ist der Druckgradient @fder als der durch,Bg vorgegebene Wert, so i$§B, parallel
zu j,Bg. Die Effizienz des Einschlusses ist dan@@er als imz-Pinch, d.h3g > 1. In
diesem Fall reagiert das Plasmi@magnetisch

Der Einschluf? im Screw-Pinch bietet somit experimentdiibilitat beim Plasmaeinschlul3.
Das gnlite experimentelle Problem bleiben die hohen Endvertiigteh Warmeleitung dngs
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der Feldlinien. Daher geht man vom linearen Screw-Pinchawidalen Anordnung mit ver-
schraubten Feldlinietaiber. Wir werden auf diese Art des Gleichgewichtes bei deaBdhung
des Tokamaks zickkommen.

6.2.2 Der 'eingefrorene Flul}’

Mit Hilfe der MHD Gleichungen &3t sich @ir den Fall unendlicher Le#higkeit g — o,
'ideale MHD’) ein wichtiger Satz beweisen. Das ohmsche @&dlseitet dann

E+vxB=—(xB—0pe) (6.44)

1
Jb(
Betrachtet man eine Schlei die gegen den Plasmaschwerpunkt mit der Geschwindigkeit
u durch das Plasma bewegt wird, so@thman fir die Anderung des magnetischen Flusses
W = [BdA durch die Schleife

‘Z_T = /athA —/u x Bd¢ (6.45)

Der erste Term auf der rechten Seite ist eiadRlenintegraliber die Schleife und bécksich-

tigt die Flufanderung auf Grund déknderung des B-Feldes, der zweite ein Umlaufintegral,
das die FluBnderung auf Grund der Bewegung der Schleife senkrecht smr{iogenen)
Magnetfeld beicksichtigt. Ersetzt man nun in Gl. (6.4&B nach dem Faradayschen Gesetz
durch—0 x E und benutztiir E das verallgemeinerte Ohm’sche Gesetz (6.44), so kann man
den ersten Summanden auf der rechten Seite von (6.45) mitSiekes’'schen Satz in ein
Umlaufintegral umwandeln und exh schlief3lich

oW 1
E_/(v—aj _u) x Bd¢ (6.46)

Dies bedeutet nun aber, dal3 der magnetische Flul3 durch klieif§donstant bleibt, wenn
man diese mit der Geschwindigkeit

1.
u=v enej Vi — (Vi — Ve) = Ve (6.47)

bewegt. Der Umkehrschlul} liefert dann, dal’ sich eine besggnkeldlinientopologie mit der
Geschwindigkeiu bewegt. Diese ist nun gerade die Elektronengeschwindigkain spricht
daher davon, dal3 die Magnetfeldlinien im Elektronengagyeiroren’ seien.

Dieser Satz hat Konsequenzeém tlie in der idealen MHD zélssigen Bewegungen des Plas-
mas: Nur solche Sbmungen, bei denen sich die Topologie der Feldlinien réetdert, sind
zugelassen. Also kann sich in der idealen MHD eine Plaaolaszwar kontrahieren, nicht
aber abreiRen. Ein Beispiel zeigt Fig. 6.5. Zur BeschreibwsgAbreil3ens ist die Backsich-
tigung der Resistivitt notwendig: nur dann kann sich die Topologrdern ('Rekonnektion’
von Feldlinien). Darauf werden wir augfrlich bei der Behandlung der MHD-Instakdiien
zuruckkommen.
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Abbildung 6.5: Kontraktion einer Plasmasile unter Flul3erhaltung.

Bei der Kontraktion erbiht sich das Magnetfeld wegen der FluRerhaltung: Verrirgjeh die
Querschnittsiche vonF; zu F,, so gilt ungeéhr B, = B1F; /. Dieser Mechanismus wird
auch fir die extrem hohen Magnetfelder (bis z(#10) in den Neutronensternen verantwort-
lich gemacht: Bei der Kontraktion eines Sterns zum Neutrstezn ist der magnetische Fluf3
innerhalb des Sterns wegen der hohen Temperaturen pralkdiisgefroren, das Magnetfeld
kann so um mehrere Gi8enordnungen edht werden. Nimmt man z.B. einen Radius wen

= 20 km fur den Neutronenstern unmg = 696000 km (Sonnenradius) an, so@rhsich das
Magnetfeld um den Fakta#/r3 ~ 10°.
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Kapitel 7

Wellen im Plasma

Im einem neutralen Gas gibt es keine freien Laduiéggr. Es existieren daher im wesentli-
chen zwei unterschiedliche Arten von Wellen:

e Elektromagnetische Wellen: Wie aus der Elektrodynamilabek, lonnen die Maxwell-
gleichungen im Vakuum zu einer Wellengleichung umgeformtden. Die ldsung die-
ser Gleichung sind die bekannten elektromagnetischereWebei denen die Vektoren
E undB sowohl senkrecht aufeinander als auch senkrecht zum \¥altdrektork, d.h.
zur Ausbreitungsrichtung orientiert sind. Es handelt silso um einelransversalwelle
Die Phasengeschwindigkeit der Welle ist die Lichtgesclivgkeit: vy, = w/k = C.

¢ Schallwellen: Die Kompression idealer Gase ruft eiaektreibende Kraft hervor, da-
her kann es zu Schallwellen kommen. Diese ergeben sich zuapiBeaus den ent-
sprechenden Ebsigkeitsgleichungen, d.h. durch die Kombination vonfigtaichung
und Kontinuititsgleichung. Hier isk||Op; es handelt sich um einkongitudinalwelle
Die Phasengeschwindigkeit ist die Schallgeschwindigkeit /yksT /m, wobeiy der
Adiabatenkoeffizient ist undh die Atom- oder Moleklmasse bezeichnet. Die Schallge-
schwindigkeit ist damit im wesentlichen die thermische ¢b@sndigkeit.

Im Plasma haben wir es dagegen mit freien Laduagstm zu tun; daher koppelt die Teilchen-
bewegung an das elektromagnetische Feldalish kann ein externes Magnetfeld die Teil-
chenbewegung senkrecht dazu stark bessdten. Aus diesem Grund existiert in einem Plasma
ein ganzer 'Zoo’ von Wellengimomenen. Wir werden diese im Rahmen der Zas#igkeits-
theorie (MHD) beschreiben. Wir haben bereits gesehen, sakirtetische Beschreibung das
so erhaltene Bild nochmals \@rdern kann (z.B. durch die Landa@mpfung); auf diese Ef-
fekte wollen wir aber hier nicht eingehen.

7.1 Die linearisierten Wellengleichungen

Ausgangspunkt der Beschreibung sind die MHD-Gleichunge#wraifliissigkeitsbild Ahn-
lich der Vorgehensweise bei der Herleitung der Landaopfung @ihren wir wieder eine

83
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Linearisierung der Gleichungen durch. Formal kann dies @mgeschehen, indem man die
GrolRe f in eine Taylorreihe um die Gleichgewichtswerte entwickBlies kann z.B. durch
einen Kleinheitsparameterdargestellt werden:

f=fot+efy+e2fy+e3f3-- (7.1)

Geht man mit diesem Ansatz in eine Gleichung, so erkennt mmah Ausmultiplizieren die
Terme einer bestimmten Ordnung an der Potenz des Kleiplaeisieters. Nach dem Iden-
titatssatz ir Potenzreihen imsen dann die Terme in jeder Ordnung separat die Gleichung
erfullen. Beim Linearisieren bécksichtigt man nur die Terme erster Ordnung, d.h. linear in
€.

Beim Linearisieren der MHD-Gleichungen setzen wir an, dalSieichgewicht (d.h. nullte
Ordnung) nuBg, pgo und ngo von Null verschieden sind, d.liEg = ugg = 0. Weiterhin gilt
wegen der Quasineutrditfir Z = 1: ngg = njgp = Ng. Abweichungen von der Quasineutratit
treten somit erst in der ersten Ordnung auf. Im folgendemerewir den Index 1 untertdcken
und nur den Index Olir die Gleichgewichtswerte verwenden. Damit erhalten varlicheari-
sierte Kontinuiatsgleichung

— = —nolJ- 7.2
3 ol - Ug (7.2)
Sie beschreibt die zeitliche Entwicklung einer Dichieshg. Die linearisierte Kraftgleichung
ergibt sich zu

ou
nomora—ta = NgQu (E 4 Ug x Bo) — Opy (7.3)
An dieser Stelle riaissen wir eine Annahmigber dieAnderung von Dichte und Temperatur
bei einer Kompression macherurfeine schnelle Kompression, bei der sich die Entropietnich
andert (d.h. keine \Wtrme an die Umgebung abgegeben wirdyken wir das Adiabatengesetz
annehmen:

Opa = YaksTaoNg (7.4)

Hier taucht wieder der Adiabatenkoeffiziggntauf, er berechnet sich zyy = (fq +2)/fq,
wobei fy die Zahl der Freiheitsgrade der Spezieist. Diese kann durchaus variierefiy ein
ideales Plasma erhalten wir das vom neutralen Gas bekargebrisfy, = (3+2)/3=5/3.
Weitere Gleichungen ergeben sich aus den linearisiertexwiglggleichungen. Er die Be-
schreibung von Wellen@momenen ist es wiedefigstig, die Gol3en erster Ordnung in der
Form einer ebenen Wellg = f exp(i(k -x — wt)) anzusetzen. Im linearisierten Gleichungs-
system entspricht dies einer Fouriertransformation irv@d Zeit. Mit diesem Ansatz erhalten
wir

0.B=0 — k-B=0 (7.5)
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Das Magnetfeld ist also auch im Plasma immer senkrecht zabiitungsrichtung orientiert.
Fur das elektrische Feld ist das im allgemeinen nicht so:

ik-E = —(n—ne) (7.6)
€0
kxE = B (7.7)

Demnach ist die transversale Komponente #omit der zeitlichenAnderung des Magnet-
feldes verkiipft, wahrend durch die von Null verschiedene Ladungsdichte gaizh eine
longitudinale Komponente vol existieren kann.

Mit dem Faradayschen Gesetdrinen wir nun das linearisierte und fouriertransformierte
Amperesche Gesetz umschreiben und erhalten so die Wellemgphejc

kx(kxE)+ gE = —iwHonoe(Uj — Ue) (7.8)

Diese unterscheidet sich durch ihre von Null verschiedeakte Seite von der entsprechenden
Wellengleichung im Vakuum.

Wir wenden jetzt die Fouriertransformation auch auf die MBI2ichungen an. Damit erhal-
ten wir Gleichungen, welche die Gasdynamik des Plasmastmben. Mit der Kontinuits-
gleichung

WNg = NoK - Ug (7.9)

konnen wir die fouriertransformierte Kraftgleichung umsshen:

) kgT,
My WUg = iqa(E + Uy X Bo) + Ya Bwaok(k.ua) (7.10)

Wir haben somit ein Gleichungssystem erhalten, mit dem igiddisbreitung von Wellen im
Plasma beschreibeinen. Um die Gleichungen auf ihre efiidtgge Form zu bringen ithren
wir jetzt noch die bereits bekannten charakteristischesqenzerop, = 1/nods/(€0My)
(Plasmafrequenz) ungey = |qua|Bo/My (Zyklotronfrequenz) sowie die Schallgeschwindig-
keit co = \/YaksTao/My €in. Diese sind alle durch die Gleichgewichtsplasmapatamntd.h.
GrofRen nullter Ordnung) bestimmt und somit in den Gleichurgjsrkonstant aufzufassen.
Schlie3lich wollen wir das Gleichgewichtsmagnetfeld nieman: b = Bg/|Bo|. Das Glei-
chungssystem schreibt sich dann (kit (k x E) = k(k - E) — k°E undc? = 1/(pogo)) als

k2c? c? 0
(1= S )E+ Hk(k-E) = —|f%(ui—ue) (7.11)
. 2
ui—i%uixb—%‘k(k-ui) — i%E (7.12)
2
ue+i%euexb—§k(k-ue) - i-°E (7.13)
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Wir haben somit ein System von 3 Vektorgleichungéndie 3 unbekannten Vektordfy u;
undue. Das System ist damit in sich geschlossen. Nai$eln der Gleichungerdknen wir die
restlichen Gol3en erster Ordnung mit Hilfe der Kontindisgleichung (ir die Dichten) und
des Faradayschen Gesetzés (fas Magnetfeld) berechnen.

Aus dem oben angegebenen System werden wir im folgendeeiBispbeziehungeriif un-
terschiedliche Wellentypen herleiten. Generell ist eigpBrsionsbeziehung durch= w(k)
gegeben. Mit ihr erhalten wir die GBen, welche die Ausbreitung der Welle beschreiben: Die
Phasengeschwindigkeipn, = w/k, die Gruppengeschwindigkeit, = dw/dk und den Bre-
chungsindedN = c/vn» = ck/w. Fia. 7.1 zeiat eine allaemeine Dispersionsrelation.

w

cut-off ‘/

Resonanz

—p K

Abbildung 7.1: Typische Dispersionsrelation im Plasma (schematischijegtsein Cut-Off
und eine Resonanz vor.

Dabei sind die folgenden Punkte von besonderer Bedeutung:

e N = 0: Hier verschwindek bei endlichenw, d.h.vp, — . Die Welle breitet sich nicht
aus, es liegt ein sogenannt@ut-Off vor. Lauft eine Welle auf eine Schicht mit =0
zu, so kann sie nicht eindringen und wird reflektiert.

e N — oo: Hier bleibtw fur k — o« endlich, d.h. @ir beliebige hohe Wellenzahlen schwingt
die Welle mit der gleichen Frequenz. Dies ist der Fall, weme &esonanam Plas-
ma auftritt. Bei diesen Frequenzen kann durch Wellen bessreftektiv Energie auf
das Plasmdibertragen werden. Bei einer Resonanz gehgmnd vy gegen Null. Bei
Annaherung der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit an diemisehe Geschwindig-
keit der Teilchen werden kinetische Effekte wichtig; eimgees Bild der Resonanz
erfordert meist Beschreibung mit der entsprechenden krtetn Gleichung.

7.2 Wellen ohneaulReres Magnetfeld

Zunachst betrachten wir Wellen ohael3eres Magnetfeld d.Bo = 0. Damit verschwindet in
den Wellengleichungen der Temg x b. Es ist keine Richtung im Plasma ausgezeichnet. Wie
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oben ervahnt, ist der mit der Welle verbundene VekB®immer senkrecht zi; die Wellen
konnen daher nach der Orientierung nelativ zuk unterschieden werden.

7.2.1 Transversalwellen

Diese Orientierung ist analog zu den elektromagnetischelfewim VakuumE undB stehen
senkrecht auk. Damit giltk - E = 0 und die Wellengleichung (7.11) vereinfacht sich zu

%)E:-i%"e%(ui—ue) (7.14)

Somit ist die Differenz der Elektronen- und lonengeschvgkelit (d.h. der im Plasma flie-
Rende Strom) parallel zd. Flir die Differenzgeschwindigkeit erhalten wir aus dem obhige
Gleichungssystem

(1-

_ e 1 1 201 201
u'_UE_aE(ﬁ+n_1e)+k(c' (k-uj) —cg(k-ue)) (7.15)

WegenE L k und (u; — ue)||E tragt der zuk proportionale Term der Gleichung nicht bei und
wir konnen (mitm; > m) die Gleichungen zusammenfassen:

21,2
%) —%”E:o (7.16)

Daraus erhalten wir direkt die Dispersionsrelation

(1-

W’ = whe+ K (7.17)

Flr w > wpe erhalten wir das von der elektromagnetischen Welle im Vakiekannte Er-
gebnisw = ck In diesem Fall knnen die Plasmateilchen (insbesondere die leicht bevhegli
Elektronen) dem oszillierendéfrFeld nicht folgen und die Welle breitet sich wie im Vakuum
aus.

Flr w — wpe hingegen wird eirE-Feld zunehmend durch die Elektronen abgeschirmt: die
Welle kann schliel3lichifr w < wpe Nicht mehr in das Plasma eindringen, es liegt ein Cut-off
vor. Die Dispersionsrelation ist in Fig. 7.2 eingezeichnet

Das Verhalten bab — wpe wird deutlich, wenn man aus (7.17) den Brechungsiridexc/vpn

berechnet:
N=,/1— %"e (7.18)

Flr > wpeistN < 1, d.h.vpn > 0. HIr w < wpe wird das Argument der Wurzel negativ und
somitN imaginar. Damit ist der Wellenzahlvektor imaginund die Amplitude der Welleaflt
exponentiell ab:

E ~ eiNkX ~ efD(N)kX (719)
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wl I

Elektrom/agnetxsche Welle

Abbildung 7.2: Dispersionsre-
lation von Plasmawellen ohne
Magnetfeld.
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wobeilJ(N) den Imagirarteil vonN bezeichnet. Die Welle dringt also nur bis Zskintiefed =
¢//we— w? ein und wird im wesentlichen reflektiert. Dieses Verhaltanrk zur Diagnostik

verwendet werden: Strahlt man eine Transversalwelle bdkaRrequenmin ein Plasma ein,
so wird diese reflektiert, wenn die Plasmadichtgo grol3 ist, daope > w gilt. Stimmt man
die Frequenz der eingestrahlten Welle durch und mif3t diekigdrte Intensit, so kann man
daraus also die maximale Plasmadichte bestimmen. Wir wwespidger sehen, wie man aus
einer solchen Messung sogar Profile der Plasmadigiesrhalten kann.

7.2.2 Longitudinalwellen

Bei den Longitudinalwellen i€ ||k, d.h. in (7.11) verschwindet der Tekk x E =k(k-E) —
k?E. Wegenk x E = wB verschwindetifir die Longitudinalwellen auch d&sFeld der Welle.
Man hat es also mielektrostatischelVellen zu tun. Diese treten im Vakuum nicht auf, sie
entstehen durch die Existenz eines elektrischen Stroni€arand der geladenen Teilchen im
Plasma:

ika:I—wkx(kxE):pone(ui—ue)—C—lzin:O (7.20)

Der durch die Differenzgeschwindigkeit von lonen und Eleken gegebene Plasmastrom
kompensiert also gerade den durch das zeitlictanvaerlicheE-Feld hervorgerufenen Ver-
schiebungsstrom, sodal? das Magnetfeld verschwindet.

Das Gleichungssysteniif die Wellen vereinfacht sich zu

E — —ifn—;e(ui—ue) (7.21)
k2c? . e
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k2c3 e

Hierbei haben wir bereits von der Tatsache Gebrauch gemdaBtwiederum nur die Ge-
schwindigkeitskomponenten parallel Euund damit auch parallel zki eingehen. Mitwpe =

wpi/ M /me erhalten wir so die Dispersionsrelation

__ % G (7.24)

w2 —cPk? WP —cak? '
Diese fihrt auf eine Gleichung 4. Gradeidrfw(k). Wir kdnnen jedoch bereits an der Form
(7.24) erkennen, dal3 dieser Wellentyp einen lonen- uncheiektronenast in der Disper-
sionrelation besitzt. Weiterhin tauchen als charakisdbe Geschwindigkeiten die Schallge-
schwindigkeitert;, ce auf. Wir haben es als@hnlich den Longitudinalwellen im idealen Gas,
mit Schallwellen zu tun. Allerdings koppeln diese wegenAiawesenheit geladener Teilchen
an dase-Feld undandern so die Dispersionsrelation.

Fig. 7.2 zeigt die beiden aglichen Losungéste. kr die Elektronenschallwelle erhalten wir
naherungsweise

1

BkBTe

W’ = Whe+ K (7.25)
Diese Gleichung ist voahnlicher Form wie die Dispersionsrelation der transvers&vel-
le (7.16), nur daf hier als Ausbreitungsgeschwindigkegtelle der Lichtgeschwindigkeit
die (wesentlich kleinere) eindimensionalé £ 1, d.h.y = 3) Schallgeschwindigkeite =
\/ Yk Te/Me auftritt. Wiederum ergit sich ein Cut-offif w < wpe, d.h. die Elektronenschall-
welle kann sichiir Frequenzen unterhalb der Plasmafrequenz nicht austreit

Die Verhaltnisseandern sichiir die ebenfalls in Fig. 7.2 eingezeichnete lonenschakwel
Diese besitztiir grof3e WellerdngenkAp < 1 die Dispersionsrelation

w (| 8de 3T (7.26)
m

Fur Te # O erhalten wir also eine verallgemeinerte lonenschallygsaligkeit, in der zugtz-
lich zur eindimensionalen lonenschallgeschwindigkgBksT; /m; die Elektronentemperatur
erscheint. Die Elektronertkinen aber auf Grund ihrebheren Beweglichkeit als isotherm an-
gesehen werden, d.fi.— o. Auf Grund der Anwesenheit der Elektronen expandiert aiso e
Plasmawolke schneller als mit der eindimensionalen lorteiyeschwindigkeit. Dies kann
man sich so vorstellen; Auf Grund debleren Beweglichkeit eilen die Elektronen bei einer
Expansion den lonen voraus. Wir haben jedoch schon gesdaBrdies mit dem Aufbau ei-
nes Raumladungsfeldes verbunden ist, welches nur auf degridion~ Ap aufrecht erhalten
werden kann. Damiiben die Elektronen eine zuzliche Kraft auf die lonen aus, welche dazu
fuhrt, dal3 die Ausbreitung schhneller als mit der vom neetr@as bekannten lonenschallge-
schwindigkeit erfolgt. Die Ausbreitungsgeschwindigksitaber immer noch durch die Masse
der lonen limitiert, daher taucht auch in (7.26) mgrauf.
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Fur T; = 0 und kurze Wellerdngen kK — o) gilt (7.26) nicht mehr und man ekt eine Re-
sonanz bew = wpj, d.h. eine elektrostatische lonenschwingung. In dieselirgka es keine
Longitudinalwellen @ir wpj < w < Wpe.

7.3 Wellen mitaulRerem Magnetfeld

Wie untersuchen nun den Fall eines endlichafleren Magnetfeldes, dBg #~ 0. Durch das
Magnetfeld wird eine Richtung des Raumes ausgezeichnet unaivgsen nun zwei Winkel
betrachten:

e Winkel zwischerk undBg: Die Ausbreitung der Welle kann sowoldligs des Magnet-
felds als auch senkrecht dazu erfolgen.

e Winkel zwischenE und Bg: Je nach Orientierung vol relativ zum Magnetfeld wird
die Teilchenbewegung voBg beeinflu3t. Die Beschleunigung der Teilchen durch die
Welle erfolgtuber die KraftgE. Somit erhalten wiriir E||Bg dasselbe Ergebnis wiéif
Bo = 0, da die Teilchenbewegungrigs des Magnetfeldes vdhunbeeinflul3t bleibt.
Im Gegensatz hierzu 8pen die Teilchen im FalE 1 B die Lorentzkraft senkrecht zur
Geschwindigkeit und die Gyrationsbewegung wird wichtig.

Im allgemeinen Fall &nnen beide Winkel beliebige Werte annehmen. Die Beschrgiber
Wellen wird dann kompliziert, da unterschiedliche Effekteschen. Wir werden daher hier
nur die 2x 2 Falle betrachten, in denen die Winkel entwed&p@er 90 sind.

7.3.1 Ausbreitung parallel zum Magnetfeld
E-Feld parallel zu B

In diesem Fall beschleunigt d&sFeld die Teilchendngs des Magnetfeldes; diesesaratert
daher die Bewegung nicht. Wir erhalten aidsiung die gleichen Wellen wie im Fdly = O.
WegenE||Bo||k sind dies die Longitudinalwellen, d.h. Elektronen- unddoschall.

E-Feld senkrecht zuB

In diesem Fall isk - E = 0. Mit dieser Vereinfachung kann man das Gleichungssysteii)

- (7.13) aufbsen. Wir wollen dies nicht explizit tun. Nach umfangreickRechnung erélt
man eine Dispersionsrelation. Die zugelyen Eigenvektoreky undEy stehen dabei in fester
Phasenbeziehung. Es existieren zwéslingen, bei dendf, undEy um +90° gegeneinander
verschoben sind. Diese stellen zirkular polarisierte gvelllar, welche je nach Phasenlage
rechts- (IndexR) oder linkszirkular () polarisiert sind. Die Gleichungif den Brechungsindex
N lautet
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Whe+ W5,

(W= 0xi) (WF Gxe)

Fur beide Polarisationsrichtungen althman wiederum eine Resonanz und einen Cut-aif. F
die rechtszirkular polarisierte Welle Hdteinen Pol bew = we, d.h. detE-Vektor lauft gerade
mit der Elektronenzyklotronfrequenz um und gein Resonanz mit der Gyrationsbewegung
der Elektronen. Wie in Kap. 5 gezeigt, ist die Bahn der Elel¢roim Magnetfeld eine Rechts-
schraube; die Polarisationsrichtung stimmt also mit dez&ieilchenbewegunigberein. Der
analoge Fall tritt @ir die linkszirkular polarisierte Welle ein: die Einzelt#ienbewegung der
lonen stellt eine Linksschraube dar, daher koppelt dieskirkular polarisierte Welle an die
lonengyration und hat eine Resonanz ®et wy;.

Die Cut-offs ergeben sich aus den Nullstellen WariMan erfalt

NEL =1 (7.27)

2 ()
wR7L — \/(wce_zood) +0)%e+03%, + wcez Wi (728)

Fur endliche Dichte istor > wee Undwy. > wyj, sodald sich Frequenzbereiche ergeben, in denen
die Wellenausbreitung nicht@glich ist. Fig 7.3 zeigt die Dispersionsrelatidir fdie beiden
Polarisationen.

@]

écbts-zirkula.r polarisierte Welle

WR

links-zirkular polarisierte Welle Abbildung 7.3: Dispersions-
Wee / relation von Plasmawellen bei
Ausbreitung &ngs eines exter-
nen Magnetfelds.
wr

Elektronenzyklotron-Welle

Whistler-Welle
magnetoakustische Welle

Wes

onenzyklotron-Welle
Kompressions-Alfvén-Welle

Torsions-Alfvén-Welle

Es ist zu beachten, dal3 es sich hier @eimenWellentyp handelt, der aber in den unterschiedli-
chen Bereichen der Dispersionsrelation unterschiedlicraéh hat. So nennt man die rechts-
zirkular polarisierte Welle unterhalb der Resonanzdygiauch die Elektronenzyklotronwelle,
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analog folgt der Name lonenzyklotronwellérfdie linkszirkular polarisierte Welle unterhalb
W = W;j.

In Fig. 7.3 kannn man erkennen, dal} die Phasengeschwintdagterechtszirkular polari-
sierten Welle immer @i3er als die der linkszirkular polarisierten Welle ist. ®macht sich
bemerkbar, wenn eine linear polarisierte Welle durch easib &uft. Eine linear polarisierte
Welle kann als aus zwei zirkular polarisierten Wellen dieicFrequenz und unterschiedlicher
Drehrichtung aufgefal3t werden. Die Polarisationsrichtengibt sich aus der Phasenbeziehung
der zirkular polarisierten Wellen zueinander. Im Plaséndtinun die linkszirkular polarisierte
Welle langsamer und son@ndert sich die Phasenbeziehung der zirkular polarisiéktellen
zueinander. Nach Verlassen des Plasmas liegt somit eireeaRthasenbeziehung vor. Diese
auch alsFaradayeffekbekannte Drehung der Polarisationsebene einer ebenea Wetha-
gnetisierten PlasmaMt sich diagnostisch nutzen: der Drehwinkel der Polaoiss¢bene ist
proportional zunB; daher &3t sich diese @Gf3e daraus bestimmen. Bei gleichzeitiger Kennt-
nis des Dichteprofils (z.B. aus einer Reflektometermessugg)tesich die Mdglichkeit, das
Magnetfeld im Plasma zu bestimmen.

Im Bereichwy < w < wy existiert nur die rechtszirkular polarisierte Welle. Mamdiet in die-
sem Bereich eine starke Dispersion, dzb, und vy, nehmen proportional/w zu. Hoherfre-
guente Wellen laufen daher schneller. Dies macht sich esdgenanntetVhistlerbemerk-
bar (engl. to whistle = pfeifen). Werden z.B. auf deérdBalbkugel der Erde durch Gewitter
elektromagnetische &tungen ausgébt, so knnen diese als Welleamhgs des Erdmagnetfel-
des durch das Plasma der lonogmhauf die Nordhalbkugel gelangen. Auf dem Weg durch
die lonosplre werden die niederfrequenten Anteile auf Grund der Emgsen Phasenge-
schwindigkeit veriagert, sodal’ sie gper auf der Nordhalbkugel ankommen. Sie uiggtich
Storung wird also zeitlich auseinandergezogen anfert sich z.B. in einem Radioerapfyer
auf der Nordhalbkugel als Pfeifton abnehmender Frequearws sich der Name Whistler
erklart.

Schlief3lich wollen wir die lonenzyklotronwelle im Grenltfao — O betrachten. Dann gilt
W < W < Wee UNnd die Dispersionsrelation vereinfacht sich ¥y ~ w%e/(wcewci). Im
Fall wpe > wee, der z.B. in magnetisierten Fusionsplasméufig vorliegt, kann die 1 ver-
nachhssigt werden und wir erhalteirfdie Phasengeschwindigkeit der Welle

_o B Vb B _, (7.29)
Jmem e — omn '

die sogennante Alfvengeschwindigkeit Dieser Wellentyp kann auch direkt aus den MHD
Gleichungen gewonnen werden. Die Alfvengeschwindigletitie Geschwindigkeit, mit der
sich in der idealen MHD $tungen der Feldlinien ausbreiten. Lenkt man eiasBigkeits-
element aus der Ruhelage aus, so werden damit wegen desreiageh Flusses auch die
Feldlinien ausgelenkt. Dies erzeugt nach Kap. 6 eiaelkBtellkraft auf Grund der Feldlinien-
spannungB%/uo. Das Magnetfeld vedt sich wie eine schwingende Saite, diéisig breitet
sich parallel zuBg aus, wobeBg senkrecht zur Wellenausbreitung ausgelenkt wird. Dieger T
von MHD-Wellen wird auch torsionale Alfven-Welle (Shealhfen Wave) genannt.

Vph=C/N
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7.3.2 Ausbreitung senkrecht zum Magnetfeld
E-Feld parallel zu B

In diesem Fall werden die Teilchen wiederuingis des Magnetfeldes beschleunigt uridep
somit dessen Wirkung nicht. Die in diesem Fall auftertendzll®st somit die transversale
elektromagnetische Welle mit Cut-off beje. Dieser Fall wird oft auch als "ordentliche Welle’
(ordinary wave, O-mode) bezeichnet. Diese Bezeichnungatbenf nicht mit der aus der Optik
bekannten ordentlichen Welle im doppelbrechenden Ktigtavechselt werden.

E-Feld senkrecht zuB

In diesem Fall liegen sowoli als auchk in der Ebene senkrecht By. Sie sind damit aber
im allgemeinen Fall weder parallel noch senkrecht zueiagrabdald eine Unterscheidung in
Transversal- und Longitudinalwellen nichtiglich ist. Man erflt so im allgeminen elliptisch
polarisierte Wellen. Dieser Wellentyp wird auch als auBeighnliche Welle (extraordinary
wave, X-mode) bezeichnet.

Die Berechnung der Dispersionsrelation ist wiederum kowmjpla kalten Plasma, d.hif
Vph >> Vth, kKann marc; = ce = 0 setzen und edit

2 - -wf
N Ry (7.30)

Es treten also wieder Cut-offs bei den Frequenagnund w_ auf. Die Resonanzen liegen

jedoch im Gegensatz zum Fall der Ausbreituagds des Magnetfeldes nicht bei den Ein-
zelteilchen Gyroresonanzen, sonden bei den sogenanntenmdigquenzen, d.h. der unteren
Hybridfrequenz

1 1 1
= + 7.31
Wiy Wh TG Oritde e
und der oberen Hybridfrequenz
(*)%H = (*);Z)e"" (*)?;e (7.32)

Die Resonanzen sind also nicht mehr durch die Gyrobeweglgig abndern durch eine Mi-
schung (Hybrid) aus Einzelteilcheneffekten.§i) und kollektive Raumladungseffektege;)
bestimmt. AuBerdem nehmen an der unteren hybriden Resonaahlsdie lonen als auch
die Elektronen teil. Diese bewegen sich dann gerade syncéwb Ellipsenbahnen, wobei
die (schnelleren) Elektronen gerade eine Ellipse durdaiguweren kleine Halbachse mit der
grofl3en Halbachse der von den lonen durchlaufenen Ellipsanzmerdllt. Dabei bewegen
sich die lonen im wesentlicheangs de€-Feldes und werden durch die Lorentzkraft auf die
Ellipsenbahn gezwungen ahrend der Drehsinn der Elektronen der statischen Gyrajpawe
entgegengerichtet ist und im wesentlichen vonklerB-Drift bestimmt ist. Fig. 7.4 verdeut-
licht die Geometrie.
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by
? Elektron
° Abbildung 7.4: Teilchenbewe-
« gung bei der unteren hybriden
— Resonanz.

Ton

Bei der oberen hybriden Resonanz, an der nur die Elektronkeehenen, wird die Gyrobe-

wegung der Einzelteilchen durch Raumladungseffekte maglifjizvas zu einer Eithung der
Resonanzfrequeniiffirt.

Fig. 7.5 zeigt die Dispersionsrelation.

o | /

auBerordentliche Welle

wy

ordentliche Welle Abbildung 7.5: Dispersions-

woH relation von Plasmawellen bei
Wee Obere hybride Welle Ausbreitung senkrecht zu einem

Wpe externen Magnetfeld.

w2

WUH L

Untere hybride Welle

Wei

Kompressions-Alfvén-Welle Vp = Va4

0 *

Schliel3lich erhalten wirifr kleine Frequenzen wieder eine Alfvenwelliér o < g < wee K
Wpe erhalten wirw ~ wr ~ Won UNd WuH ~ Weeldi, sodal’ sichifr den Brechungsindex
N ~ wpe//Wceli €rgibt. Wie bei der Orientierung parallel zum Magnetfeldilerr sich fir
kleine Frequenzemy, = va. Diesmal haben wir es aber mit einer kompressionalen Alfven
welle zu tun: Da die Ausbreitung senkrecht zum Magnetfeldig, werden hier die Gleich-
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gewichtsfeldlinien gegeneinander verschoben, d.h. diekRellkraft ist diesmal der magneti-

sche Druckp = B?/(2yp).
Formal erhalten wir die Ausbreitungsgeschwindigkeit awedénn wir in die fir eine Druck-

welle im Gas bekannte Formeb, = /ykgT/m = /yp/(mn) fur p den magnetischen

Druck einsetzen und biécksichtigen, dal3 senkrecht zum Magnetfeld zwei Freigpetie zur
Verfugung stehen (d.Hf. = 2 undy = 2).
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